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�11.. B·ÛÈÎÔ›  ÔÚÈÛÌÔ›

ŒÛÙˆ f ÌÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜.

ñ °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M(x, y) ÂÓfi˜ Î·Ú-
ÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘ ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ y = f(x).

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ Cf. E›Ó·È ‰ËÏ·‰‹
Cf = {M(x, y) / y = f(x)}.

ñ H ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) [ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ x Î·È y], Ë ÔÔ›· Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi
ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Cf Î·È ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi Î·Ó¤Ó· ¿Ï-
ÏÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘, Ï¤ÁÂÙ·È ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ f.

�22.. E ›Ó· È  Î¿ıÂ Î·Ì‡ÏË (Û ’ ¤Ó· Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·
·ÍfiÓˆÓ xOy)  ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜;

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ·Ó Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹
x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y) Ë Î·Ì‡ÏË Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·.
i) ii)

35 °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

� £ÂˆÚ›·
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i)  ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y)
Â˘ıÂ›· Â Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÛÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿
ÛËÌÂ›·, Ù· M Î·È N. £· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë C ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, ÂÚÁ·˙fi-
ÌÂÓÔÈ ÌÂ ··ÁˆÁ‹ ÛÂ ¿ÙÔÔ. ŒÛÙˆ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ C f = C [‰ËÏ·‰‹ Ô˘ Ó·
¤¯ÂÈ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙËÓ C].

AÓ x0 Â›Ó·È Ë ÎÔÈÓ‹ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙˆÓ M, N Î·È „1, „2

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· (ÌÂ „1 ≠ „2) ÔÈ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ f(x0) = y1 [‰ÈfiÙÈ M(x0, y1) ∈ Cf]
Î·È f(x0) = y2 [‰ÈfiÙÈ N(x0, y2) ∈ Cf]. A˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ ÁÈ·Ù› ·fi ÙÔÓ ÔÚÈ-
ÛÌfi ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô x0 ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f Ó·
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ f ÛÙ· ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· y1, y2.

ii) ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y) Â˘-
ıÂ›· Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÙËÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÂ ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛË-
ÌÂ›Ô (‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›· ÙË˜ C ÌÂ ÙËÓ
›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË). ŒÛÙˆ A ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤-
ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË
f : A → � Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ x ∈ A ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙËÓ ÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ (ÌÔÓ·‰ÈÎÔ‡, fiˆ˜ Â›‰·ÌÂ) ÛËÌÂ›Ô˘
ÙË˜ C ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x.

OÚ›˙ÂÙ·È ¤ÙÛÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Ë C.
ÕÚ· Ë C Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

§§‡‡ÛÛËË
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MÈ· Î·Ì‡ÏË C Û’ ¤Ó· Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ xOy Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-
Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·-
‚ÏËÙ‹ y) ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Î¿ıÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y) Â˘ıÂ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÛÂ
¤Ó· ÙÔ ÔÏ‡ ÛËÌÂ›Ô [‹, ·ÏÏÈÒ˜, ·Ó ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›·
ÙË˜ C ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË].

[EÔÌ¤Óˆ˜ Ë C ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÌÂ ÙËÓ C ‰‡Ô (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ·)
ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙËÓ C ‰‡Ô (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂ-
Ú·) ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË.]
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�¶fiÙÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô N(x 0 , y0) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ [N(x 0 , y0) ∈ Cf ⇔ f(x0) = y0]

�3.  ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) = 2 + √x – 3 . N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ù· ÛËÌÂ›·
N1(12, 5), N2(4, 10) Î·È N3(2, ·) ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(12) = 2 + √12 – 3  = 5 = yN1

EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N1 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(4) = 2 + √4 – 3  = 3 ≠ 10 = yN2

EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N2 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ H ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 2 ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ N3 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  A = [3, +∞)
ÙË˜ f, ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N3 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

�4.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ · ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(2, –3) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-
Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ·x3 + 5.

TÔ ÛËÌÂ›Ô N(2, – 3) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfi-
ÙËÙ· f(2) = – 3,  ‰ËÏ·‰‹  · · 23 + 5 = – 3,  ‰ËÏ·‰‹ 8· = – 8, ‰ËÏ·‰‹ · = –1.

§§‡‡ÛÛËË

§§‡‡ÛÛËË

3355.. °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
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§˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜

ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô N(x0, y0) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·Ó
Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ· f(x0) = y0.
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�E‡ÚÂÛË ÙÈÌ‹˜ f(x0) Î·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·fi ÙËÓ Cf

�5.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N·
‚ÚÂ›ÙÂ:

i)  ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ f(2) Î·È f(6), ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó.

ii) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.

i)  

ñ Afi ÙË ı¤ÛË x = 2 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x [‰ËÏ·‰‹
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 0)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· Â // y �y
Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M. Afi ÙÔ
M Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· ˙ // x � x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· y �y ÛÙË ı¤ÛË 5 [‰ËÏ·‰‹ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
(0, 5)]. ÕÚ· f(2) = 5.

ñ Afi ÙË ı¤ÛË x = 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ
Â˘ıÂ›· Â � // y �y Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ,
‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf. ÕÚ· ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f ÁÈ· x = 6.

ii) 

H f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ A = {x ∈ � / 1 ≤ x < 4} = [1, 4).

�¶Ò˜ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ·Ó ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÌÈ·˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f – °Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) = Î

�6.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
ÂfiÌÂÓÔ Û¯‹Ì·.

§§‡‡ÛÛËË
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°ÂÓÈÎ¿, ÙÔ f(x0) Â›Ó·È Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÂÎÂ›ÓÔ˘ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Cf ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0 (ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô).

TÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ
ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ A, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙË˜
Cf (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ C f) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤-
ÓˆÓ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Â›Ó·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
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i)  N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f Ô
·ÚÈıÌfi˜:

·) 4     ‚) 5     Á) 6     ‰) 2

ii) N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 6
[‰ËÏ·‰‹ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÏ· Ù· x ÁÈ· Ù·
ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ f(x) = 6].

i)  

·) Afi ÙË ı¤ÛË 4 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y [‰ËÏ·‰‹
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 4)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›·
Â // x �x Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ
ÛÙÔ Û¯‹Ì·, Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
M. ÕÚ· ÙÔ 4 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f [Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ f(2) = 4].

‚) Afi ÙË ı¤ÛË 5 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘-
ÌÂ Â˘ıÂ›· Â� // x �x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô N. ÕÚ· ÙÔ 5 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f
[·Ó x0 Â›Ó·È Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ N, ÙfiÙÂ
f(x0) = 5].

Á) Afi ÙË ı¤ÛË 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· Â� � // x �x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ
Cf ÛÙ· ÛËÌÂ›· P Î·È ™. ÕÚ· ÙÔ 6 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f [Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ f(3) = f(7) = 6].

‰) Afi ÙË ı¤ÛË 2 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· // x �x Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ‚Ï¤-
Ô˘ÌÂ ÛÙÔ Û¯‹Ì·, ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf. ÕÚ· ÙÔ 2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f.

ii) 

AÓ Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ·fi ÙË ı¤ÛË 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Â˘ıÂ›· // x �x, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ
·˘Ù‹ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf ÛÙ· ÛËÌÂ›· P Î·È ™ (Î·È ÌfiÓÔ Û’ ·˘Ù¿). OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ
P Î·È ™ Â›Ó·È 3 Î·È 7 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŒÙÛÈ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 6 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ 3 Î·È 7 (Î·È ÌfiÓÔ ·˘ÙÔ‡˜).

§§‡‡ÛÛËË
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O ·ÚÈıÌfi˜ y0 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ x0 ∈ Df ÌÂ f(x 0 ) = y0, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C f ÌÂ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y0.

P ™

N
M

OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = Î Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f Ù·
ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ›ÛË ÌÂ Î.
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�°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) >< Î

�7.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜
Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È
ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N· Ï‡ÛÂÙÂ
ÙÈ˜ ·ÓÈÛÒÛÂÈ˜:

i) f(x) > 0       ii) f(x) > 2

iii) f(x) ≥ 2     iv) f(x) < 0

AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

i)   Ë ·Ó›ÛˆÛË f(x) > 0 ·ÏËıÂ‡ÂÈ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó:
– 3 ≤ x < –1  ‹  3 < x < 8 [f(x) > 0 ⇔ (– 3 ≤ x < –1  ‹  3 < x < 8)]

ii)  f(x) > 2 ⇔ 4 < x < 6

iii) f(x) ≥ 2 ⇔ x = – 3  ‹  4 < x < 6

iv) f(x) < 0 ⇔ –1 < x < 3

§§‡‡ÛÛËË
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OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > Î Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f Ù·
ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi Î. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙËÓ
·Ó›ÛˆÛË f(x) > Î:

ñ Afi ÙË ı¤ÛË Î ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y [‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, Î)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘-
ıÂ›· Â // x �x.

ñ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ C f Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Â.

ñ ¶ÚÔ‚¿ÏÏÔ˘ÌÂ ·˘Ù¿ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘˜) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
x �x.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Â›Ó·È ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂ-
ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > Î.

AÓ¿ÏÔÁ· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ·Ó›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) < Î.
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�°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) = g(x)
Î·È ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) >< g(x)

�8.  ™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜
ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰‡Ô Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f Î·È g. N· Ï‡ÛÂÙÂ:

i)   ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x).

ii)  ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË f(x) > g(x).

iii) ÙË «‰ÈÏ‹ ·Ó›ÛˆÛË»:

·) f(x) > 0 > g(x)

‚) f(x) < 0 < g(x)

i) 

ñ T· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cf, Cg Â›Ó·È Ù· K, §.

ñ OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ K Î·È § Â›Ó·È 2 Î·È 6 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

ñ ÕÚ· ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = g(x) Â›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 2 Î·È 6.

ii)  

Œ¯Ô˘ÌÂ: f(x) > g(x) ⇔ –2 ≤ x < 2  ‹  6 < x < 7.

iii) ·) f(x) > 0 > g(x) ⇔ –2 ≤ x < 1.

‚) f(x) < 0 < g(x) ⇔ 3 < x < 5.

§§‡‡ÛÛËË
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K

OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = g(x) Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
ÙˆÓ Cf, Cg.

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô M(x, f(x)) ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÛË-
ÌÂ›Ô N(x, g(x)) ÙË˜ Cg Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË (‰ËÏ·‰‹ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ
›‰È· Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›·) ÌÂ ÙÔ N. OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ fiÏˆÓ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
M Â›Ó·È ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > g(x).
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�E‡ÚÂÛË Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÈÌÒÓ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·fi ÙËÓ Cf

�9.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔ-
ÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f.

TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È
ÙÔ [–1, 5].

�KoÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜:
i) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· yãy     ii) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· xãx

§§‡‡ÛÛËË
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TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Â›-
Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛË-
ÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f.
ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ
ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f, Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚÔ-
‚ÔÏ‹ ÙË˜ C f (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜
Cf) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó
Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f.

AÓ C Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f
ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A Î·È M(x, y) ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤-
‰Ô˘, ÙfiÙÂ:

ñ (TÔ M Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y) ⇔

M ∈ C            y = f(x)       y = f(0)
⇔ { ⇔ { ⇔ { ⇔

M ∈ y �y           x = 0           x = 0

⇔ M(0, f(0) (ÂÊfiÛÔÓ 0 ∈ A)

™˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
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�10.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = –3(x + 1)(x – 2):
i) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y      ii) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

H f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ A = �.

§§‡‡ÛÛËË
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°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·
ÙË˜ C ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x, Ï‡ÓÔ˘ÌÂ
ÚÒÙ· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 0. T·
˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù·
ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ M(x, 0), fiÔ˘
x Ú›˙· ÙË˜ (1) (‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ ÌfiÓÔ ÙÈ-
Ì¤˜ ÙÔ˘ x Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Â‰›Ô
ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f ).

→ AÓ 0 ∈ A, ÙfiÙÂ Ë C ¤¯ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y ¤Ó· ÌfiÓÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÙÔ
M(0, f(0)).

→ AÓ 0 ∉ A, ÙfiÙÂ Ë C ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y. 

ŒÙÛÈ Ë C ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y [fiˆ˜ Î·È ÌÂ ÔÔÈ·-
‰‹ÔÙÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( // y �y) Â˘ıÂ›·].

M ∈ C
ñ (TÔ M Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x) ⇔ { ⇔

M ∈ x �x
y = f(x)           f(x) = 0

⇔ { ⇔ { ⇔ M(x, 0) ÌÂ f(x) = 0
y = 0              y = 0

ŒÙÛÈ ÙÔ M(x, y) Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ x �x ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó y = 0 Î·È
ÙÔ x Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = 0.

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y, ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔÓ Ù‡Ô
ÙË˜ f fiÔ˘ x ÙÔ 0 (ÂÊfiÛÔÓ 0 ∈ A) Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ f(0). TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÎÔÈÓfi
ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ÙÔ M(0, f(0)).

f(x) = 0 ⇔ x = x1 ‹  x = x2 ‹  x = x3
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�11.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

f(x) = (x2 – 9) √x – 2 ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f. H f ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ x ÌfiÓÔ ·Ó x – 2 ≥ 0,
‰ËÏ·‰‹ ÌfiÓÔ ·Ó x ≥ 2. ÕÚ· Ë f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A = [2, +∞).

MÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) fiÔ˘ y ÙÔ 0 Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ x. Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(x) = 0 ⇔ (x2 – 9) √x – 2 = 0 ⇔ (x2 – 9 = 0  ‹ √x – 2 = 0) ⇔

⇔ (x2 = 9  ‹  x – 2 = 0) ⇔ (x = – 3  ‹  x = 3  ‹  x = 2).

ŸÌˆ˜, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A = [2, +∞), ‰ÂÎÙ¤˜ Â›Ó·È ÌfiÓÔ ÔÈ
ÙÈÌ¤˜ x = 2 Î·È x = 3. ÕÚ· Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù· K(2, 0) Î·È §(3, 0).

MÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y
EÂÈ‰‹ Ô ·ÚÈıÌfi˜ x = 0 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ
Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y.

§§‡‡ÛÛËË
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™¯fiÏÈÔ ÁÈ· ÙÔ i)

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x)
fiÔ˘ x ÙÔ 0, ‰ËÏ·‰‹ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
f(0) (·ÊÔ‡ 0 ∈ A = � ).

[O ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ Â›Ó·È Ë
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘.]

i) ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(0) = – 3(0 + 1)(0 – 2) =
= – 3 · 1 · (–2) = 6

ñ TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ÙÔ
M(0, 6).

™¯fiÏÈÔ ÁÈ· ÙÔ ii)

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) fiÔ˘ y
ÙÔ 0 Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ x.

[OÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ Â›Ó·È ÔÈ ÙÂ-
ÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ.]

ii) ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(x) = 0 ⇔ –3(x + 1)(x – 2) = 0 ⇔
⇔ (x + 1 = 0 ‹ x – 2 = 0) ⇔
⇔ (x = –1 ‹ x = 2)

ñ T· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù·
M1(–1, 0)  Î·È  M2(2, 0).
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�KÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�12.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ  f(x) = 2x2 – x + 4  Î·È  g(x) = x2 + 2x + 4.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x). OÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·˘Ù‹˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÈ˜
ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ. Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(x) = g(x) ⇔ 2x2 – x + 4 = x2 + 2x + 4 ⇔

⇔ 2x2 – x2 – x – 2x = 0 ⇔ x2 – 3x = 0 ⇔

⇔ x(x – 3) = 0 ⇔ (x = 0 ‹ x – 3 = 0) ⇔

⇔ (x = 0 ‹ x = 3).

§§‡‡ÛÛËË
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ŒÛÙˆ f Î·È g ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, C f Î·È Cg ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯· Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ C f Î·È Cg.
°È· ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô M(x, y) ¤¯Ô˘ÌÂ:

M ∈ Cf y = f(x)          f(x) = g(x)
(M ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ C f , Cg ) ⇔ { ⇔ { ⇔ {

M ∈ Cg y = g(x)         y = f(x)

ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cf ,
Cg, Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂÒÓ ÙÔ˘˜,

y = f(x)
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:  { y = g(x)
™ÙËÓ Ú¿ÍË Û˘Ó‹ıˆ˜ Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x). OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ (Ú›˙Â˜) ·˘-
Ù‹˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ
˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ. °È· Î¿ıÂ Ï‡-
ÛË x Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓË y ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ‚¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ
x ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g (ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ó·È), ‰Ë-
Ï·‰‹ ·fi ÙË Û¯¤ÛË y = f(x) (‹ y = g(x)).

f(x) = g(x) ⇔ x = x1 ‹ x = x2

y1 = f(x1) = g(x1)

y2 = f(x2) = g(x2)
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ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·:

ñ TÔ ¤Ó·, ¤ÛÙˆ §, ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 0. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·È ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ §,
‚¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x = 0 ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g (ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ó·È). ¶ÚÔ-
Î‡ÙÂÈ y = f(0) = g(0) = 4, ¿Ú· ÙÔ § ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (0, 4).

ñ TÔ ¿ÏÏÔ, ¤ÛÙˆ N, ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 3. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·È ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘
N, ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x = 3 ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g. ¶ÚÔÎ‡ÙÂÈ
y = f(3) = g(3) = 19, ¿Ú· ÙÔ N Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(3, 19).

�KÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�13.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ f(x) = x3, g(x) = x2 + 3x – 2 Î·È h(x) = 4x.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË g(x) = h(x) Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:  g(x) = h(x) ⇔

⇔ x2 + 3x – 2 = 4x ⇔ x2 + 3x – 2 – 4x = 0 ⇔ x2 – x – 2 = 0 ⇔ x = –1  ‹  x = 2.

°È· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ  g(–1) = (–1)2 + 3(–1) – 2 = – 4 [= h(–1)].
°È· x = 2 ¤¯Ô˘ÌÂ  g(2) = 22 + 3 · 2 – 2 = 8 [= h(2)].

§§‡‡ÛÛËË
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°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Cf, Cg, Ch ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
f, g, h ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ú¤ÂÈ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ

y = f(x)
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:  { y = g(x)

y = h(x)

°È· Ó· Á›ÓÂÈ ·˘Ùfi, Û˘Ó‹ıˆ˜:

ñ §‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚË ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂÈ˜ f(x) = g(x), g(x) = h(x), h(x) = f(x), ¤ÛÙˆ, .¯., ÙËÓ g(x) = h(x).
BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤ÙÛÈ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cg, Ch.

ñ °È· Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô M(x0, y0) ·fi ·˘Ù¿ Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ, ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ·Ó Ë C f

‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ M (‰ËÏ·‰‹ ·Ó f(x0) = y0). AÓ Ó·È, ÙfiÙÂ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛË-
ÌÂ›Ô ÙˆÓ Cf, Cg, Ch.
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ŒÙÛÈ, ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ g Î·È h ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· Ù· M(–1, – 4) Î·È
N(2, 8) Î·È ÌfiÓÔ ·˘Ù¿. EÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÒÚ· ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰È¤Ú¯Â-
Ù·È (ÂÚÓ¿ÂÈ) ·fi ÙÔ M ‹ ÙÔ N. Œ¯Ô˘ÌÂ:

ñ f(–1) = (–1)3 = –1 ≠ – 4, ¿Ú· Ë C f ‰Â ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ M.

ñ f(2) = 23 = 8 [= g(2) = h(2)], ¿Ú· Ë C f ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ N.

TÂÏÈÎ¿, ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f, g, h ¤¯Ô˘Ó ÌÔÓ·‰È-
Îfi ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ N(2, 8).

�™¯ÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ¿ÍÔÓ· xãx

�14.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË C ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = – 3(x + 2)(x – 5)  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:
i) ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x            ii) Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x 
iii) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ     iv) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ

OÈ Ú›˙Â˜ Î·È ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË˜  – 3(x + 2)(x – 5)  Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ
‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·.

i)   f(x) > 0 ⇔ –2 < x < 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (2, 5).

§§‡‡ÛÛËË

3355.. °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

315

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x:

ñ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô x0 (‹ ÁÈ· x = x0), fiÙ·Ó ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô M(x0, f(x0)) ÙË˜ Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ
·fi ÙÔÓ x �x, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó f(x0) > 0.

ñ Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ¢, fiÙ·Ó f(x) > 0 ÁÈ· Î¿ıÂ
x ∈ ¢.

AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ «Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x» (f(x) < 0), «·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È
¿Óˆ» (f(x) ≥ 0), «·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ» (f(x) ≤ 0).
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ii)  f(x) < 0 ⇔ x < –2 ‹ x > 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· (–∞, –2) Î·È (5, +∞).

iii) f(x) ≥ 0 ⇔ –2 ≤ x ≤ 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [–2, 5].

iv) f(x) ≤ 0 ⇔ x ≤ –2 ‹ x ≥ 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· (–∞, –2] Î·È [5, +∞).

�™¯ÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�15.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÛÂ ÔÈ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = x2 + 1  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜  g(x) = 9 – x2.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË f(x) > g(x) Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

f(x) > g(x) ⇔ x2 + 1 > 9 – x2 ⇔ x2 + x2 > 9 – 1 ⇔ 2x2 > 8 ⇔

⇔ x2 > 4 ⇔ √x2 > √4  ⇔ |x| > 2 ⇔ (x < –2 ‹ x > 2).

ŒÙÛÈ, Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È Ù· (–∞, –2) Î·È (2, +∞).

§§‡‡ÛÛËË
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ŒÛÙˆ f, g ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂÈ˜ C f, Cg ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë C f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Cg:

ñ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô x0 (‹ ÁÈ· x = x0) fiÙ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0 [‰ËÏ·‰‹ M(x0, f(x0))]
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Cg ÌÂ ÙÂ-
ÙÌËÌ¤ÓË x0 [‰ËÏ·‰‹ ÙÔ N(x0, g(x0))], ‰ËÏ·‰‹
fiÙ·Ó f(x0) > g(x0).

ñ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ¢ fiÙ·Ó f(x) > g(x) ÁÈ· Î¿ıÂ x ∈ ¢.

AÓ¿ÏÔÁ· Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜: C f Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ Cg (f(x) < g(x)), Cf ·fi ÙËÓ
Cg Î·È ¿Óˆ (f(x) ≥ g(x)), Cf ·fi ÙËÓ Cg Î·È Î¿Ùˆ (f(x) ≤ g(x)).

KEFALAIO.35b.tel.  19-07-12 15:43  ™ÂÏ›‰· 316



�™¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ Cf Î·È ÙË˜:     i) C –f ii) C|f|

3355.. °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

317

ŒÛÙˆ f ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A.

ñ H C–f , ‰ËÏ·‰‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ – f(x), ·ÔÙÂÏÂ›-
Ù·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ N(x, – f(x)). ŸÌˆ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
N(x, – f(x)) Â›Ó·È Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M(x, f(x)) ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x. ŒÙÛÈ:

f(x), ·Ó f(x) ≥ 0
ñ IÛ¯‡ÂÈ:  |f(x)| = {

–f(x), ·Ó f(x) < 0

H C| f |, ‰ËÏ·‰‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ |f(x)|, ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

N(x, f(x)),   ·Ó f(x) ≥ 0 [‰ËÏ·‰‹ ·Ó ÙÔ (x, f(x)) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi
ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ]N(x, |f(x)|) ≡ { N(x, – f(x)), ·Ó f(x) < 0 [‰ËÏ·‰‹ ·Ó ÙÔ (x, f(x)) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î¿Ùˆ
·fi ÙÔÓ x �x]

EÔÌ¤Óˆ˜:

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ – f(x) Â›Ó·È Ë Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÁÚ·ÌÌ‹
ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y.

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜ |f(x)| ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È:

ñ ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔ-
ÓÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ.

ñ ·fi Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x ÙˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ Cf Ù·
ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x.
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�16.  ™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ
ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ
ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜:
i)  g(x) = –f(x)
ii) h(x) = |f(x)|

i)  H Cg Â›Ó·È Ë Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÁÚ·ÌÌ‹

ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.

ii) H Ch ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È:

ñ ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›-
ÛÎÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È
¿Óˆ.

ñ ·fi Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x ÙÌ‹Ì·Ù· ÙˆÓ ÙÌËÌ¿-
ÙˆÓ ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Î¿Ùˆ
·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.

§§‡‡ÛÛËË
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�¶fiÙÂ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È
¿Óˆ ÛÙËÓ (Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË) Â˘ıÂ›· x = ·

�17.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ï ∈ � ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·Ú-
x + Ï

Ù‹ÛÂˆÓ  f(x) = –––––– Î·È g(x) = Ïx2+x Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· x=3.
x – 4

3 + Ï    3 + Ï
Œ¯Ô˘ÌÂ  f(3) = –––––– = –––––– = – 3 – Ï  Î·È  g(3) = Ï · 32 + 3 = 9Ï + 3. ŒÙÛÈ:

3 – 4         –1

(OÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ f Î·È g Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· x = 3) ⇔

⇔ f(3) = g(3) ⇔ – 3 – Ï = 9Ï + 3 ⇔

⇔ –Ï – 9Ï = 3 + 3 ⇔ –10Ï = 6 ⇔

6                 3
⇔ Ï = – ––– ⇔ Ï = – ––– .

10             5

§§‡‡ÛÛËË
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ñ f(·) ≠ g(·).

ñ OÈ C f, Cg ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ
Â˘ıÂ›· x = ·.

ñ f(·) = g(·).

ñ OÈ C f, Cg Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘-
ıÂ›· x = ·.

OÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f Î·È g Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ (Î·-
Ù·ÎfiÚ˘ÊË) Â˘ıÂ›· x = ·  ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó  f(·) = g(·).
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�18. ™ÙÔ Û¯‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x) = (x + 1)(x – 5)2. N·
Û˘ÌÏËÚˆıÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Ô˘ ÏÂ›-
Ô˘Ó:
A(..., ...), B(..., ...), °(..., ...), ¢(..., ...).

�19. ™ÙÔ Û¯‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÂ˜ ·fi
ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ (™) Î·È ÔÈÂ˜
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜ (§).
i) 3 ∈ A     ii) 6 ∈ A     iii) 1 ∈ f(A)
iv) A = (2, 5)     v) f(A) = [3, 6]
vi) f(A) = [2, 6]     vii) 4 = f(2)     viii) f(4) = 2

�20. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ (™) Î·È ÔÈÂ˜ Ï·Ó-
ı·ÛÌ¤ÓÂ˜ (§). ™   §

x(x + 2)
i)   H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ––––––– ‰È¤Ú¯ÂÙ·È x

·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 2). � �

ii)  H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x) = 0 Â›Ó·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ y �y. � �

iii) H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ù¤ÌÓÂÈ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· Ô˘
Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y Û’ ¤Ó· ÙÔ ÔÏ‡ ÛËÌÂ›Ô. � �

iv) H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ù¤ÌÓÂÈ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· Ô˘
Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Û’ ¤Ó· ÙÔ ÔÏ‡ ÛËÌÂ›Ô. � �

v) AÓ Ï Â›Ó·È Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Î·È Ì Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ 
ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ f(Ï) = Ì. � �

�21. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ù¤ÌÓÂÈ Û’ ¤Ó· ÙÔ ÔÏ‡ ÛËÌÂ›Ô:
A. ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x     B. ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y     °. Î¿ıÂ Â˘ıÂ›·
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EÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜
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�22. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ
‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÌÂ:
A. ¿ÓÈÛÂ˜ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ Î·È ›ÛÂ˜ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
B. ›ÛÂ˜ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ Î·È ¿ÓÈÛÂ˜ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
°. ¿ÓÈÛÂ˜ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ Î·È ¿ÓÈÛÂ˜ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

�23. ¢‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó‹ÎÔ˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-
Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, fiÙ·Ó ·˘Ù¿ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜:
A. ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y     B. ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x     °. ÙÔ ÛËÌÂ›Ô O(0, 0)

�24. °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È:
A. ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô     B. Ì›· Â˘ıÂ›·     °. ¤Ó·˜ Î‡ÎÏÔ˜     ¢. ¤Ó· ËÌÈÎ‡ÎÏÈÔ

�25. MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y:
A. ¿ÓÙ·     B. ÌfiÓÔ ·Ó 0 ∈ A     °. ÌfiÓÔ ·Ó f(0) = 0

�26. AÓ Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x – 3) = x + 4 ¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙËÓ x = 5, ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô:
A. (5, 9)     B. (9, 2)     °. (2, 9)     ¢. (3, 7)

�27. AÓ ÁÈ· Î¿ıÂ x ∈ � ÁÈ· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÈÛ¯‡ÂÈ  f(8 – x) = x2 + 1,  ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô:
A. (8, 1)     B. (5, 1)     °. (10, 6)     ¢. (2, 5)

�28. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x) = x 4 Â›Ó·È Ë:
A. B. °. 

¢. E. 
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1
�29. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ––––––  Â›Ó·È Ë:

|x + 2|
A. B. 

°. ¢. 

E. 

�30. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = √x – 2   Â›Ó·È Ë:
A. B. °. 

¢. E. 
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�31. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x(x – 1)2 Â›Ó·È Ë:

A. B. °. 

�32. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x4 + x2 Â›Ó·È Ë:
A. B. 

°. ¢. 

�33. ™ÙÔ Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x) = · + ‚ √x .  OÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·
Î·È ‚ Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·:
A. –2 Î·È 1     B. 1 Î·È –2     °. –2 Î·È 2 
¢. 2 Î·È –2     E. 0 Î·È 1

�34. °È· Î¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ A, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·fi
ÙË ÛÙ‹ÏË B.
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™TH§H A ™TH§H B

i) f(x) = √9 – x2 ñ ñ ·)

ii) g(x) = √–x ñ ñ ‚)

iii) h(x) = x – x3 ñ ñ Á)

iv) t(x) = x4 – 1 ñ ñ ‰)

v) ‰(x) = x ñ ñ Â)
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�N(x0, y0) ∈ Cf

�35. N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x3 – 2x  ‰È¤Ú-
¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô:
i) N(–1, 1)     ii) M(–2, 5)     iii) O(0, 0)     iv) K(√2 , 0) v) §(√5 ,  √45 )

�36. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÛËÌÂ›· ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x2 – 3x:
°(–1, 2),     ¢(–1, 4),      E(3, 0),      K(0, 3),     §(0, 0),      M(·, ·2 – 3·),
N(–2·, 6· + 4·2),      P(– ·, 3· – 4)

�37. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = x2 + √5 – x  Î·È ¤ÛÙˆ C Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË.

i)   N· ‚ÚÂ›ÙÂ, ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ›ÛË ÌÂ:
·) 1     ‚) 5     Á) – 4     ‰) 0     Â) 6

ii)  N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ C ÙÔ ÛËÌÂ›Ô:
·) P(4, 18)    ‚) ™(–11, 125)    Á) O(0, 0)

iii) N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C ÌÂ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË.

�38. ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·, ‚, Á. N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-

ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = (x4 – 1)6 + 5 √x – 2   ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô:
i) M(1, ·)     ii) N(‚, –2)     iii) K(Á, 0)

�39. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = 2x + 15
Ô˘ ¤¯ÂÈ:
i) ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ›ÛË ÌÂ  – 3                ii) ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ›ÛË 3
iii) ·ÓÙ›ıÂÙÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜     iv) ›ÛÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

�40. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M Î·È N ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = 3x2 + 6  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ›ÛË ÌÂ 54.

�41. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M Î·È N ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x3 – 2  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ –1 Î·È 0 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

�42. T· ÛËÌÂ›· M Î·È N ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x) =
= 3x2 + 5.  TÔ M ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –1 Î·È ÙÔ N ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË 5. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·fi-
ÛÙ·ÛË (MN).
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�43. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ · ∈ � ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(– ·, 3·) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = 3x – x2.

�44. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚ ∈ � ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ·x3 + ‚x  ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· §(2, 6) Î·È N(–1, 3).

�45. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Î ∈ � ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f fiÙ·Ó:

Îi) f(x) = ––– Î·È A(–1, 2) ii) f(x) = 2x2 – 1 Î·È A(7, Î) iii) f(x) = 2x2 –1 Î·È A(Î, 7)x

1iv) f(x) = Î|x – 1| – 2|x – ––– | Î·È A(–1, –2)     v) f(x) = √x  + √Î  Î·È  A(0, 2)x

vi) f(x) = √x + 1  – √Î – 2  Î·È  A(0, 0)

�46. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ï ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A(–2, 3) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ 

2x – Ï, ·Ó |x| < 1
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜:  f(x) = { x + 3Ï, ·Ó |x| ≥ 1

�47. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ, ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ·x3 + 2
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(–1, 3), ÙfiÙÂ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È Î·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(2, – 6).

�48. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ · ∈ � Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

x2 – 1,  ·Ó x < 1
f(x) = { ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(·, 3).

0,5 · x, ·Ó x ≥ 2

�EÍ·ÁˆÁ‹ Û˘ÌÂÚ·ÛÌ¿ÙˆÓ ·fi ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË –
°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î·È ·ÓÈÛÒÛÂˆÓ

�49. ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
(ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y);

i) ii) iii) 
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iv) v) vi) 

vii) viii) ix) 

x) xi) xii) 

�50. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ f(A) ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÌÂ
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË:

i) ii) iii) 

�51. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (ÌÂ ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y) Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·:
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i) ii) 

iii) iv) 

v) vi) 

�52. ™ÙÔ Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË Cf ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ f(–2), f(–1), f(0), f(1), f(3)
ii)  ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ f(x) = 4
iii) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f
iv) ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë Cf ‚Ú›ÛÎÂ-

Ù·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x
v) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f

�53. ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
Û¯‹Ì·.
i)   N· ‚ÚÂ›ÙÂ:

·) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f
‚) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f
Á) ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ f(0), f(3) Î·È f(8)

(·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó)
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ii) N· Ï‡ÛÂÙÂ:
·) ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜  f(x) = 0, f(x) = – 3  Î·È  f(x) = – 5
‚) ÙÈ˜ ·ÓÈÛÒÛÂÈ˜  f(x) < f(5), f(x) ≥ 6  Î·È  3 ≤ f(x) ≤ 4
Á) ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  f(x) · (f(x) – 1) = 12
‰) ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË  f 2(x) < 4f(x)

�54. ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·. N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f
ii)  ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ï ∈ � ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x)=Ï:

·) ¤¯ÂÈ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙·
‚) ¤¯ÂÈ Ì›· ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ú›˙·
Á) Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË

iii) ÙÔÓ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ï ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ë
ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = Ï Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË

�55. ™ÙÔ Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Cf, Cg ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f Î·È g
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
·) N· ‚ÚÂ›ÙÂ:

i)   Ù· Â‰›· ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ f Î·È g
ii)  Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÔ˘˜

¿ÍÔÓÂ˜
iii) Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Cg ÌÂ ÙÔ˘˜

¿ÍÔÓÂ˜
iv) Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cf, Cg

‚) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ x ∈ � ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:
i) f(x) · g(x) = 0     ii) f(x) ≥ g(x)     iii) 0 < f(x) ≤ g(x)     iv) f(x) · g(x) ≥ 0
v) f(x) · g(x) < 0

�E‡ÚÂÛË ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ – Û¯ÂÙÈÎ‹˜ ı¤ÛË˜ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

�56. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÌÂ
ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ fiÙ·Ó:

2x + 6i) f(x) = ––––––– ii) f(x) = 3x2 + 5                          iii) f(x) = |x – 1| – |x + 2|
5

iv) f(x) = 20 – 4x2 v) f(x) = 3(x +1)(x – 4)(x – 5)  vi) f(x) = 3 – |x – 3|
vii) f(x) = x3 – x viii) f(x) = x                              ix) f(x) = –2
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�57. °È· Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜
ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜:

x2 – 3x – 4i) f(x) = 2x2 – 5x + 4         ii) f(x) = –––––––––––
x2 + x

x2 – 2x – 15iii) f(x) = –––––––––––– iv) f(x) = x4 – 4x2 + 3
|x + 1| – 2

v) f(x) = x2 – 7|x| + 12      vi) f(x) = x6 + 8x3

�58. °È· Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜
ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜:

i) f(x) = (x2 – 2x – 8) √3 – x        ii) f(x) = (|x – 2| – |2x – 6|)(4x2 – 1)

iii) f(x) = (|5 – 3x| – 8)(x2 – |x|) iv) f(x) = (|x – 3| – 4)( √x – 2  – 3)

�59. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ù¤-
ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ·Ó:

i) f(x) = (x2 – 9) √– x – 1     ii) f(x) = 5|x + 1| + 2|x – 3| + 4     iii) f(x) = x + |x|

�60. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f : (–∞, –1) → � ÌÂ f(x) = x2 – 9. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛË-
ÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ f ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·:
i) y �y     ii) x �x

�61. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÌÂ
ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ fiÙ·Ó:

x2 + 3x, ·Ó x < 0 2x – 10, ·Ó x > 3
i) f(x) = { ii) f(x) = { 3x + 6, ·Ó |x| = 2

4x – 8,   ·Ó 0 ≤ x < 2 x2 – 9,  ·Ó x < –2

�62. MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ � Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ù¤-
ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A(–1, 0), B(0, 2) Î·È °(3, 0) Î·È ÌfiÓÔ. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù·
ÛËÌÂ›· ÛÙ· ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
g(x) = (3x – 6)(2f 3(x) + 5f(x)).

�63. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A(3, 0),
B(5, 0) Î·È °(0, 4) Î·È ÌfiÓÔ. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ· ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜

4f 2(x) + 3Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  g(x) = √f(x)  · –––––––––– .
2x – 6
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�64. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = √x – 2 + 3x – 5.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
ii) Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ (·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó) ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ f ÌÂ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ· x �x.

�65. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) =

= 2|x2 – 9| + √|x2 + 3x| ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.

�66. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ, ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = x2 +(x + ·)2

Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x, ÙfiÙÂ ÙÔÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô O(0, 0).

�67. AÓ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ( √x + ·)2 + ( √x – ‚)2 Ù¤-
ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ · + ‚ = 0. AÓ ÂÈÏ¤ÔÓ ÙÔ
M ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 0, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ · = ‚ = 0.

�68. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿-
Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ·Ó:
i) f(x) = 2x + 6     ii) f(x) = 2,45     iii) f(x) = |x – 1| – 1

�69. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = x3 – 4x  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:
i) ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x       ii) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ
iii) Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x   iv) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ

�70. AÓ f(x) = (x + 2 – x2) √|x – 1| – 2 , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
ii)  Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ C f ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·:     ·) x �x    ‚) y �y
iii) Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ x ÛÙ· ÔÔ›· Ë Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.

x2 – x – 12
�71. AÓ f(x) = –––––––––– , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ:

√4 – |x|
i)   ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
ii)  Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·:     ·) x �x     ‚) y �y
iii) Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ x ÛÙ· ÔÔ›· Ë Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:

·) ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x     ‚) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ
Á) Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x    ‰) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ

�72. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f
Î·È g fiÙ·Ó:
i) f(x) = x3 + 1 Î·È g(x) = x(x + 1)     ii) f(x) = 8x2 – 2x  Î·È  g(x) = 3
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3x2 + 4x – 4iii) f(x) = –––––––––––  Î·È g(x) = 2x + 1 iv) f(x) = |x – 2| + x  Î·È  g(x) = x + 5
x + 2

v) f(x) = x2 + 6x  Î·È  g(x) = –x2 vi) f(x) = |x| Î·È  g(x) = x

�73. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = x3 ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ g(x) = x2.

�74. N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿-
Óˆ ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ g fiÙ·Ó:

2                xi) f(x) = x2 – 3  Î·È  g(x) = –x2 + x      ii) f(x) = ––– Î·È  g(x) = –––
x         8

�75. AÓ  f(x) = x2 Î·È  g(x) = |x|,  Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:
i) ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Cg ii) ·fi ÙËÓ Cg Î·È ¿Óˆ
iii) Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ Cg iv) ·fi ÙËÓ Cg Î·È Î¿Ùˆ

�76. ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x) = 2|x| + x3 Î·È  g(x) = x3 + 8.
i)  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ C f Î·È Cg.
ii) N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ x ÛÙ· ÔÔ›· Ë Cg ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:

·) ¿Óˆ ·fi ÙËÓ C f ‚) Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

�77. ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x) = |x| + x  Î·È  g(x) = x + 3.
i)  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ C f, Cg.
ii) N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ x ÛÙ· ÔÔ›· Ë Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:

·) ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Cg ‚) ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

�OÈ C f , Cg Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· x = x0

�78. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ · ∈ � ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
6f(x) = ·x3 Î·È  g(x) = ––– + 2·  Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ:x

i) ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·  x = 2     ii) ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·  x = –1

�79. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ï ∈ � ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂˆÓ   f(x) = 3· – √x + 4  Î·È  g(x) = – ·x5+10  Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y.

�80. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ·, ‚ ∈ � ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·Ú-
·Ù‹ÛÂˆÓ   f(x) = –––––– + ‚ – 1   Î·È   g(x) = ‚ √x – · Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·

x – 2
x = 4  Î·È ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.
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�81. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Î ∈ � ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË˜ f(x) = 2x – Î + 1 Ù¤ÌÓÂÈ:
i)  ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÂ ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË – 3.
ii) ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y ÛÂ ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË 4.

�™¯Â‰›·ÛË ÙË˜ C– f Î·È ÙË˜ C | f | , ‰Â‰ÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ Cf

�82. ™ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. ™ÙÔ
›‰ÈÔ Û¯‹Ì· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ – f Î·È ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ |f|.
i) ii) 

iii) 

�¢È¿ÊÔÚÂ˜ ÂÈÏ¤ÔÓ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜

�83. AÓ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(·, ‚) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË C ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
5 – 3xf(x) = –––––– , Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(‚, ·) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ C.

3

�84. AÓ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(·, ‚) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË C ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
2x + 1f(x) = ––––––– , Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(‚, ·) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ C.
x – 2

�85. ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x) = x2 – (Ï + 1)x + 2  Î·È  g(x) = Ìx2 – 7x + 8.
AÓ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1, 0) Î·È Ë
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ g ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, –10), Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ï Î·È Ì.
ii)  Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ f Î·È g.
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iii) ÁÈ· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ g.

�86. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = 2(·2 + ‚2)x2 – 4(3· – ‚)x + 15  ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·-
ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A(1, – 5). N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ · Î·È ‚.
ii)  Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ C f ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.
iii) ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ∈ � ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  (x – 3) · f(x) ≤ 0.

3       4�87. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = ––––––– – –––––– ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
x2 – 3·   x – ·

Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(0, 1). N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·.
ii)  ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
iii) Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.
iv) ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÈÛ¯‡ÂÈ f(x) ≥ 0.

|3x – 2| + ·, ·Ó  x < 2
�88. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË:  f(x) = { x2 + ‚x – 3, ·Ó  x ≥ 2

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Cf ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (–1, 4) Î·È (4, 5).
N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
i)   ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ · Î·È ‚ Î·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
ii)  Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.
iii) Ù· x ∈ � ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ f(x) ≥ 0.

�89. ŒÛÙˆ A Î·È B Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ· ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = |x + 2|3 Î·È O Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
i) ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ (AB)     ii) ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ OAB

�90. ŒÛÙˆ M Î·È N Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = (x + 1)2 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
i)   ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ (MN).
ii)  ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ OMN (fiÔ˘ O Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ).
iii) ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜ OK ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ OMN.

�91. ™ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ¤Ó· ËÌÈÎ‡ÎÏÈÔ C Î¤ÓÙÚÔ˘ O(0, 0) Î·È ·ÎÙ›Ó·˜ Ú = 3.
i)   N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ K, §

Î·È T.
ii)  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹

·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ÙÔ ËÌÈÎ‡ÎÏÈÔ C.
iii) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›· M

Î·È N ÙÔ˘ C ÈÛ¯‡ÂÈ (MN) ≤ 6.

KKEEººAA§§AAIIOO 66:: BA™IKE™ ENNOIE™ TøN ™YNAPTH™EøN

334

KEFALAIO.35b.tel.  19-07-12 15:44  ™ÂÏ›‰· 334


