
Áí êáé , ïñßæåôáé ãéá êÜèå ç óõíÜñôçóç , ç ïðïßá ïíï-

ìÜæåôáé ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç.

ÌåëÝôç ôçò óõíÜñôçóçò

1. Ðåäßï ïñéóìïý: Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ôï Á = .

2. Óõììåôñßåò: Áðü ôï ðåäßï ïñéóìïý ðñïêýðôåé üôé ç óõíÜñôçóç äåí åßíáé ïýôå Üñ-
ôéá ïýôå ðåñéôôÞ.

3. Ìïíïôïíßá: 
• Áí á > 1, ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá. 
• Áí 0 < á < 1, ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá.

4. Áêñüôáôá: Ôï óýíïëï ôéìþí åßíáé ôï , Üñá äåí Ý÷åé áêñüôáôá.

5. ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç:

ÐáñáôçñÞóåéò
i) Áí a > 1, ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò Ý÷åé ùò áóýìðôùôç ôïí çìéÜ-

îïíá Ïy´, åíþ, áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò Ý÷åé ùò
áóýìðôùôç ôïí çìéÜîïíá Ïy.

ii) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1, 0).

0 á 1,< <

( ),−∞ +∞

(0, )+∞

áf(x) log x=x 0>á 1≠á 0>
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iii) Ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí êáé åßíáé

óõììåôñéêÝò ùò ðñïò ôïí Üîïíá x´x.
iv) Ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé «1 − 1», äçëáäÞ éó÷ýåé:

v) Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ ëïãáñßèìïõ .

¸ôóé, áí êáé , éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá 

Ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g ëÝãïíôáé áíôßóôñïöåò.

×ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü 

Áí ôï óçìåßï Á(ê, ë) áíÞêåé óôç C
f, ôüôå ôï óçìåßï Â(ë, ê) áíÞêåé óôç C

g.
Óõíåðþò ïé C

f
, C

g
åßíáé óõììåôñéêÝò ùò ðñïò ôçí åõèåßá y = x, äçëáäÞ ôç äé÷ï-

ôüìï ôïõ 1ïõ êáé 3ïõ ôåôáñôçìïñßïõ (ó÷Þìá).

Åéäéêüôåñá ôï óçìåßï (1, 0) áíÞêåé óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò üëùí ôùí ëïãá-

ñéèìéêþí óõíáñôÞóåùí, åíþ ôï óçìåßï (0, 1) áíÞêåé óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò

üëùí ôùí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí.

1g(x) f (x).−=

y f(x) x g(y).= ⇔ =xg(x) á=áf(x) log x=

y
alog x y á x= ⇔ =

1 2 á 1 á 2x x log x log x .≠ ⇒ ≠

1

á

g(x) log x=áf(x) log x=
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Óôïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß ðáñáèÝôïõìå ôá âáóéêüôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò åêèå-
ôéêÞò êáé ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò.

315
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ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ
ÅêèåôéêÞ ËïãáñéèìéêÞ

, 0 á 1< ≠xf(x) á= , 0 á 1< ≠áf(x) log x=

Ðåäßï ïñéóìïý Á = � Á = (0, )+∞

Óýíïëï ôéìþí f(Á) = (0, )+∞ f(Á) = �

Ìïíïôïíßá
• Áí , ôüôå f 

• Áí , ôüôå f 0 á 1< <

á 1> • Áí , ôüôå f 

• Áí , ôüôå f 0 á 1< <

á 1>

Áêñüôáôá Äåí Ý÷åé Äåí Ý÷åé

Áóýìðôùôåò

Áí a > 1, ï çìéÜîïíáò  Ïx´
Áí , ï çìéÜîïíáò

Ïx 

0 á 1< <•
• • Áí , ï çìéÜîïíáò  Ïy´

• Áí , ï çìéÜ-

îïíáò Ïy

0 á 1< <

á 1>

ÃñáöéêÞ 
ðáñÜóôáóç
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1. ÁóêÞóåéò óôïí ïñéóìü ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò

Ðñüêåéôáé ãéá áóêÞóåéò óôéò ïðïßåò äßíåôáé ï ôýðïò ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò
êáé åíäå÷ïìÝíùò æçôåßôáé:
á) ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò,
â) ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ìå äåäïìÝíç ôçí ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò êáé áíôß-

óôñïöá
ã) íá áðïäåé÷èåß êÜðïéá ôáõôüôçôá Þ êÜðïéá óõíáñôçóéáêÞ ó÷Ýóç,
ä) ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç åßôå ôçò äïèåßóáò óõíÜñôçóçò åßôå êÜðïéáò ðïõ ðñïêý-

ðôåé áðü êáôáêüñõöç Þ ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò äïèåßóáò.  

ÅöáñìïãÞ 1

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

â) Íá õðïëïãéóèïýí ôá f(−−1), f(0), f(1).
ã) Íá âñåèåß ôï x, þóôå f(x) = 1.

ä) Íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá êÜèå éó÷ýåé üôé . 

Ë ý ó ç

á) ÐñÝðåé 

¢ñá ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé ôï

â) Áíôéêáèéóôþíôáò ôá −1, 0 êáé 1 óôïí ôýðï ôçò f, Ý÷ïõìå:

ã) 2 x 2 x 2 x 18
log 1 log log10 10 x

2 x 2 x 2 x 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎟ ⎟⎜ ⎜= ⇔ = ⇔ = ⇔ = −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + +

•

•

•

2 ( 1) 3
f( 1) log log log 3

2 ( 1) 1

2 0
f(0) log log1 0

2 0

2 1 1
f(1) log log log 3

2 1 3

⎛ ⎞− − ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟− = = =⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎟⎜ + −⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎟⎜= = =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
⎛ ⎞− ⎟⎜= = = −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+

Á ( 2, 2).= −

2 x
0 (2 x)(2 x) 0 2 x 2.

2 x

−
> ⇔ − + > ⇔ − < <

+

f x f x 0( ) + (− ) =∈x 2, 2(− )

⎛ ⎞−⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
2 x

f(x) log .
2 x

ÏÏÌÌÁÁÄÄÏÏÐÐÏÏÉÉÇÇÓÓÇÇ ÁÁÓÓÊÊÇÇÓÓÅÅÙÙÍÍ – ÌÌÅÅÈÈÏÏÄÄÏÏËËÏÏÃÃÉÉÁÁ
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ä) Ôï ðåäßï ïñéóìïý Á éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç 
ÈÝôïíôáò óôç óõíÜñôçóç f üðïõ x ôï –x, ðáßñíïõìå: 

ÅðïìÝíùò f(x) + f(−x) = 0.

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 1, 2, 7á.  ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 1, 2, 9, 12, 16, 30, 31, 33, 34.

2. ËïãáñéèìéêÝò åîéóþóåéò

Ðñüêåéôáé ãéá åîéóþóåéò óôéò ïðïßåò ï Üãíùóôïò åìöáíßæåôáé óôçí ðáñÜóôáóç ðïõ
ëïãáñéèìßæåôáé. 
• Áñ÷éêÜ, ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç åîßóùóç, ðáßñíïõìå ôïõò áðáñáßôçôïõò ðåñéïñéóìïýò

áðáéôþíôáò ïé ðáñáóôÜóåéò ðïõ ëïãáñéèìßæïíôáé íá åßíáé èåôéêÝò. 
• Óôç óõíÝ÷åéá Ý÷ïõìå ôéò åîÞò åðéëïãÝò: 

Åðéäéþêïõìå íá êáôáëÞîïõìå áðåõèåßáò óå éóüôçôá ëïãañßèìùí ôçò ßäéáò
âÜóçò, ïðüôå áðïëïãáñéèìßæïõìå. Âáóéæüìáóôå äçëáäÞ óôç ó÷Ýóç:

ìå . Åðéëýïíôáò ôçí ôåëåõôáßá êáé ëáìâÜíï-

íôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ðñïêýðôïõí ïé ëýóåéò ôçò áñ÷éêÞò ëïãáñéè-

ìéêÞò åîßóùóçò.

ÅöáñìïãÞ 2
Íá ëõèåß ç åîßóùóç 

Ë ýó ç

Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç åîßóùóç, ðñÝðåé

¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ ç ïðïßá êáé åß-

íáé äåêôÞ, áöïý .  

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 3, 7â. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 3, 4, 8, 10, 12, 13, 20, 32.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôïí ëïãÜñéèìï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí Üãíùóôï, êáôáëÞãïõìå åßôå óå
ðïëõùíõìéêÞ åîßóùóç åßôå óå åîßóùóç ðïõ áíÜãåôáé óå ðïëõùíõìéêÞ. Áðü ôéò ëý-
óåéò ôçò ôåëåõôáßáò, ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç
ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ðñïêýðôïõí ïé ëýóåéò ôçò áñ÷éêÞò ëïãáñéèìéêÞò åîßóùóçò. 

→

1
1 2

2
− < <

3 3

1
log (x 1) log (2 x) x 1 2 x x ,

2
+ = − ⇔ + = − ⇔ =

x 1 0 x 1
1 x 2.

2 x 0 x 2

+ > > −⎧ ⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ − < <⎨ ⎨− > <⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎩

3 3log x 1 log 2 x .( + ) = ( − )

x, y 0>á álog x log y x y,= ⇔ =

→

1
2 x 2 x 2 x

f( x) log log log f(x).
2 x 2 x 2 x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− = = = − = −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + +

∈ ∈x Á x Á.⇔ −
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ÅöáñìïãÞ 3

Íá ëõèåß ç åîßóùóç .

Ë ý ó ç

Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç åîßóùóç, ðñÝðåé 

¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ 

ÈÝôïõìå , ïðüôå ðñïêýðôåé ç äåõôåñïâÜèìéá åîßóùóç:

Þ .

ÅðïìÝíùò áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ðáßñíïõìå:

Þ .

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 3â. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 15, 21.

Ìéá åêèåôéêÞ åîßóùóç ðïõ êáôáëÞãåé óå éóüôçôá äõíÜìåùí ìå äéáöïñåôéêÞ âÜóç åðé-
ëýåôáé ëáìâÜíïíôáò ôïõò ëïãáñßèìïõò ôùí äýï ìåëþí ôçò (ëïãáñéèìßæïíôáò), ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ïðïéáäÞðïôå âÜóç.

ÅöáñìïãÞ 4

Íá ëõèåß ç åîßóùóç .

Ë ý ó ç

¸÷ïõìå êáé , åðïìÝíùò ëïãáñéèìßæïíôáò ðáßñíïõìå:

êáé ôåëéêÜ .

ÐáñáôÞñçóç
Ç åðéëïãÞ ôçò âÜóçò ìå ôçí ïðïßá ëïãáñéèìßæïõìå ìðïñåß ìåí íá åßíáé óôç äéáêñé-
ôéêÞ ìáò åõ÷Ýñåéá, üìùò õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç ïé áñéèìïß ðïõ èá ðñïêýøïõí Þ êÜ-
ðïéá ðéèáíÞ õðüäåéîç íá ìáò êáèïäçãÞóåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óõãêåêñéìÝíç âÜóç
ëïãáñßèìïõ. 

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 6. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 10.

ln 2
x

ln 6
=

1 x xln 2 ln 3 (1 x) ln 2 x ln 3 ln 2 x ln 2 x ln 3 x(ln 3 ln 2) ln 2− = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ + =

x3 0>1 x2 0− >

− =1 x x2 3

log x 2 x 100= ⇔ =log x 1 x 10= ⇔ =
log x y=

y 2=2y 3y 2 0 ... y 1− + = ⇔ ⇔ =

log x y=

2 2 23
log x log x 2 0 log x 3log x 2 0.

2
− + = ⇔ − + =

2

x 0 x 0
x 0.

x 0x 0

>⎧ >⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ >⎨ ⎨ ≠⎪ ⎪>⎪ ⎪⎩⎩

− + =2 23
log x log x 2 0

2
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3. ËïãáñéèìéêÝò áíéóþóåéò

Ðñüêåéôáé ãéá áíéóþóåéò óôéò ïðïßåò ï Üãíùóôïò åìöáíßæåôáé óôçí ðáñÜóôáóç ðïõ
ëïãáñéèìßæåôáé.
• Áñ÷éêÜ, ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðáßñíïõìå ôïõò áðáñáßôçôïõò ðåñéïñé-

óìïýò áðáéôþíôáò ïé ðïóüôçôåò ðïõ ëïãáñéèìßæïíôáé íá åßíáé èåôéêÝò. 
• Óôç óõíÝ÷åéá Ý÷ïõìå ôéò åîÞò åðéëïãÝò: 

Åðéäéþêïõìå íá êáôáëÞîïõìå áðåõèåßáò óå áíßóùóç ëïãáñßèìùí ôçò ßäéáò
âÜóçò, ïðüôå áðïëïãáñéèìßæïíôáò ðñïêýðôåé áíßóùóç ßäéáò öïñÜò, áí ç âÜóç
ôïõ ëïãáñßèìïõ åßíáé ìåãáëýôåñç ôçò ìïíÜäáò, áíôßèåôçò öïñÜò, áí ç âÜóç ôïõ
ëïãáñßèìïõ åßíáé ìéêñüôåñç ôçò ìïíÜäáò êáé èåôéêÞ.

Âáóéæüìáóôå äçëáäÞ óôç ó÷Ýóç .

Åðéëýïíôáò ôçí ôåëåõôáßá êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ðñïêýðôïõí
ïé ëýóåéò ôçò áñ÷éêÞò ëïãáñéèìéêÞò áíßóùóçò.
ÁíÜëïãåò ó÷Ýóåéò ðñïêýðôïõí ãéá ôçí áíßóùóç 

ÅöáñìïãÞ 5
Íá ëõèåß ç áíßóùóç .

Ë ý ó ç

Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðñÝðåé 

¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ .

Áöïý 10 > 1, ðñïêýðôåé áíßóùóç ßäéáò öïñÜò, åðïìÝíùò ,

ïðüôå, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí áñ÷éêü ðåñéïñéóìü, ðñïêýðôåé üôé . 

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 4á, 4â, 7ã. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 5, 11, 14, 17.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôïí ëïãÜñéèìï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí Üãíùóôï, êáôáëÞãïõìå åßôå óå
ðïëõùíõìéêÞ áíßóùóç åßôå óå áíßóùóç ðïõ áíÜãåôáé óå ðïëõùíõìéêÞ. Áðü ôéò
ëýóåéò ôçò ôåëåõôáßáò, ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç
ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ðñïêýðôïõí ïé ëýóåéò ôçò áñ÷éêÞò ëïãáñéèìéêÞò áíßóùóçò. 

ÅöáñìïãÞ 6

Íá ëõèåß ç áíßóùóç .− <2 22ln x ln x 0

→

x 5≥

2x 1 x 4 x 5− ≥ + ⇔ ≥

log(2x 1) log(x 4) 0 log(2x 1) log(x 4)− − + ≥ ⇔ − ≥ +

12x 1 0 x 1
x .2

x 4 0 2x 4

⎧⎪− >⎧ ⎪ >⎪ ⎪⎪ ⇔ ⇔ >⎨ ⎨+ >⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ > −⎪⎩

log 2x 1 log x 4 0( − ) − ( + ) ≥

á álog x log y.>

á á

x y, á 1
log x log y x, y 0

x y, 0 á 1

< >⎧⎪⎪< ⇔ ⇔ >⎨ > < <⎪⎪⎩

→
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Ë ýó ç

Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðñÝðåé 

¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ 

ÈÝôïõìå , ïðüôå ðñïêýðôåé ç äåõôåñïâÜèìéá áíßóùóç 

¸÷ïõìå Þ .

ÅðïìÝíùò Üñá Ý÷ïõìå:

ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí áñ÷éêü ðåñéïñéóìü, ðñïêýðôåé üôé 

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 4ã. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 19, 26, 28.

4. ËoãáñéèìéêÜ óõóôÞìáôá

Ëýíïíôáé ìå ôå÷íéêÝò áíÜëïãåò áõôþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå üëá ôá åßäç óõóôç-
ìÜôùí.

ÅöáñìïãÞ 7

Íá ëõèåß ôï ëïãáñéèìéêü óýóôçìá 

Ë ýó ç

Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ôï óýóôçìá, ðñÝðåé x > 0 êáé y > 0.
Åöáñìüæïíôáò ôéò éäéüôçôåò ôùí ëïãáñßèìùí óå êÜèå åîßóùóç, ðáßñíïõìå:

• , Üñá .

• , Üñá 

ÅðïìÝíùò 

Ç ëýóç ôïõ åßíáé äåêôÞ, åöüóïí éêáíïðïéåß ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò.

+ ËõìÝíåò áóêÞóåéò: 5. ÁóêÞóåéò áíÜðôõîçò: 7, 22, 23.

3

2

x y 10

... (x, y) (10, 1).x
1.000

y

⋅ =⎧⎪⎪⎪⎪ ⇔ ⇔ =⎨⎪ =⎪⎪⎪⎩

3

2

x
1.000.

y
=

3
3 2

2

x
3log x 2log y 3 l og x log y 3 l og log1.000

y
− = ⇔ − = ⇔ =

x y 10⋅ =log x log y 1 log(x y) log10+ = ⇔ ⋅ =

log x log y 1

3log x 2log y 3

⎧ + =⎪⎪⎨⎪ − =⎪⎩

1 x e.< <

ln x 0 ln x ln1 x 1

êáé 1 x e

ln x 1 ln x ln e x e

⎧⎪ > ⇔ > ⇔ >⎪⎪⎪ ⇔ < <⎨⎪⎪⎪ < ⇔ < ⇔ <⎪⎩

2y y 0 0 y 1 0 ln x 1,− < ⇔ < < ⇔ < <

y 1=y 0=2y y 0 ...− = ⇔ ⇔

2y y 0.− <ln x y=

2 2 2 22 ln x ln x 0 2ln x 2ln x 0 ln x ln x 0.− < ⇔ − < ⇔ − <

2

x 0 x 0
x 0.

x 0x 0

>⎧ >⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ >⎨ ⎨ ≠⎪ ⎪>⎪ ⎪⎩⎩
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ËÕÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Íá ó÷åäéáóôïýí óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí

óõíáñôÞóåùí ìå ôýðïõò:

Á. á) â) ã)

Â. á) â)

Ë ýó ç

Á. á) Ç óõíÜñôçóç :
• Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï óýíïëï , 
• Ý÷åé óýíïëï ôéìþí ôï äéÜóôçìá ,   
• åðåéäÞ e > 1, åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá,            
• äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1, 0),                    
• Ý÷åé áóýìðôùôç åõèåßá ôïí Oy´.                 
Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðßíáêá ôéìþí, ó÷åäéÜæïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç.

â) Åßíáé ãíùóôü üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò , ìå

c > 0, ðñïêýðôåé áðü ìéá êáôáêüñõöç ìåôáôüðéóç ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò

ôçò óõíÜñôçóçò f êáôÜ c ìïíÜäåò ðñïò ôá ðÜíù.

ÅðïìÝíùò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ðñïêýðôåé

áðü ôçí êáôáêüñõöç ìåôáôüðéóç ôçò óõíÜñôçóçò êáôÜ 1 ìïíÜäa

ðñïò ôá ðÜíù. 

ã) Åßíáé ãíùóôü üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò , ìå

c > 0, ðñïêýðôåé áðü ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò

óõíÜñôçóçò f êáôÜ c ìïíÜäåò ðñïò ôá äåîéÜ. 

ÅðïìÝíùò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ðñïêýðôåé

áðü ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò óõíÜñôçóçò êáôÜ 3 ìïíÜäåò

ðñïò ôá äåîéÜ. 

f(x) ln x=
h(x) ln(x 3)= −

h(÷) f(÷ c)= −

f(x) ln x=
g(x) ln x 1= +

g(÷) f(÷) c= +

�
(0, )+∞

f(x) ln x=

1
g x log

x
( ) =f x log x( ) =

h x ln x 3( ) = ( − )g x ln x 1( ) = +f x ln x( ) =
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Â. á) Ç óõíÜñôçóç f(x) = logx:               

• Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï óýíïëï ,

• Ý÷åé óýíïëï ôéìþí ôï óýíïëï ,

• åðåéäÞ 10 > 1, åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá,     

• äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1, 0),  

• Ý÷åé áóýìðôùôç åõèåßá ôïí Oy´. 
ÊÜíïõìå ôïí ðßíáêá ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò.

â) ÅðåéäÞ . 

¢ñá ç C
g

åßíáé óõììåôñéêÞ ôçò C
f
ùò ðñïò ôïí Üîïíá x´x.

( )11
log log x log x, åßíáé g(x) f(x)

x
−⎛ ⎞⎟⎜ = = − = −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

�
(0, )+∞
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2. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå .

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò.

â) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç åßíáé ðåñéôôÞ.

Ë ý ó ç

á) ÐñÝðåé 

ÅðïìÝíùò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ôï 

â) Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé óõììåôñéêü ùò ðñïò ôï ìçäÝí, äçëáäÞ,
áí , èá éó÷ýåé êáé . 
ÈÝôïíôáò óôç óõíÜñôçóç f üðïõ x ôï –x, ðáßñíïõìå: 

ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç åßíáé ðåñéôôÞ.

3. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) â)

Ë ýó ç

á) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç åîßóùóç, ðñÝðåé

• Ìå ôç âïÞèåéá ôùí éäéïôÞôùí ôùí ëïãáñßèìùí Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ: 

2log x(x 9) log10 log(x 9x) log10.[ − ] = ⇔ − =

á 1 á 2 á 1 2log è log è log (è è )+ = ⋅log x log(x 9) 1 log x(x 9) 1+ − = ⇔ [ − ] = ⇔

x 0 x 0
x 9.

x 9 0 x 9

⎧ ⎧> >⎪ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ >⎨ ⎨⎪ ⎪− > >⎪ ⎪⎩ ⎩

2

2

2
log x 1

log x
− =log x log x 9 1+ ( − ) =

1

(x 3)x 3
f( x) log log

x 3 (x 3)

x 3 x 3 x 3
log log log f(x).

x 3 x 3 x 3

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ − +− − ⎟⎜ ⎢ ⎥− = = =⎟⎜ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠− + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟⎜= = = − = −⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + +⎣ ⎦

∈x Á−∈x Á

Á ( , 3) (3, ).= −∞ − ∪ +∞

( )( ) 2
x 3

0 x 3 x 3 0 x 9 0 x 3Þ x 3x 3
êáé êáé êáé êáé

x 3 0 x 3 x 3 x 3

−⎧⎪⎪ > ⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + > − > > < −+⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ ≠ ≠ − ≠ − ≠ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩⎪⎪⎩

x 3
f x log

x 3

−
( ) =

+
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• Åîéóþíïíôáò ôéò ðïóüôçôåò ðïõ ëïãáñéèìßæïíôáé, ðñïêýðôåé éóïäýíáìá:

(äåêôÞ) Þ

x = –1 (áðïññßðôåôáé). 

â) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç åîßóùóç, ðñÝðåé

Ðñüêåéôáé ãéá ëïãáñéèìéêÞ åîßóùóç óôçí ïðïßá, áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôïí ëïãÜ-
ñéèìï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí Üãíùóôï, åßíáé äõíáôüí íá êáôáëÞîïõìå óå ðïëõùíõìéêÞ
åîßóùóç. ¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:

• ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôïõò üñïõò ôçò åîßóùóçò ìå , ðáßñíïõìå:

• ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôéêáôÜóôáóç , ðñïêýðôåé ç åîßóùóç:

• Áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ:

(äåêôÞ) Þ (äåêôÞ).

4. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

á)

â)

ã)

Ë ýó ç

á) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðñÝðåé

• Áðïëïãáñéèìßæïíôáò, ðñïêýðôåé áíßóùóç ôçò ßäéáò öïñÜò, ïðüôå Ý÷ïõìå: 

• ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ç áñ÷éêÞ áíßóùóç áëçèåýåé üôáí

.2 x 1− < <

á á

Áí á 1, ôüôå éó÷ýåé:

log x log y x y.

>

< ⇔ <7 7log (1 x) log (x 5) 1 x x 5 x 2.− < + ⇔ − < + ⇔ > −

1 x 0 x 1
5 x 1.

x 5 0 x 5

⎧ ⎧− > <⎪ ⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ − < <⎨ ⎨⎪ ⎪+ > > −⎪ ⎪⎩ ⎩

2log x log x 6 0− − >

2
0,8 0,8log x 4 log 21( − ) ≥
7 7log 1 x log x 5( − ) < ( + )

2

1
log x 1 x

2
= − ⇔ =2log x 2 x 4= ⇔ =

2log x y=

2y y 2 0 (y 2)(y 1) 0 y 2 Þ y 1.− − = ⇔ − + = ⇔ = = −

2log x y=

2
2 2 2

2

2
log x 1 (log x) log x 2 0.

log x
− = ⇔ − − =

2log x 0≠

2

x 0 x 0
0 x 1.

log x 0 x 1

⎧ ⎧>⎪ >⎪⎪ ⎪⇔ ⇔ < ≠⎨ ⎨⎪ ⎪≠ ≠⎪⎪ ⎩⎩

x 1 0+ = ⇔

2x 9x 10 0 (x 10)(x 1) 0 x 10 0 x 10− − = ⇔ − + = ⇔ − = ⇔ =
á álog x log y x y= ⇔ =2 2log(x 9x) log10 x 9x 10− = ⇔ − = ⇔
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â) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðñÝðåé . 

• Áðïëïãáñéèìßæïíôáò, ðñïêýðôåé áíßóùóç áíôßèåôçò öïñÜò, ïðüôå Ý÷ïõìå: 

åðïìÝíùò .               

• ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ç áñ÷éêÞ áíßóùóç áëçèåýåé üôáí

Þ .

ã) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç áíßóùóç, ðñÝðåé . 

• ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôéêáôÜóôáóç , ðñïêýðôåé ç áíßóùóç:

. Åßíáé 

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå . 

• Áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ðáßñíïõìå Üñá:

Þ 

• ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ç áñ÷éêÞ áíßóùóç áëçèåýåé üôáí

Þ .

5. Íá ëõèïýí ôá óõóôÞìáôá:

á) â)

Ë ýó ç

á) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ôï óýóôçìá, ðñÝðåé êáé .  

• Åöáñìüæïíôáò éäéüôçôåò ëïãáñßèìùí óôçí 1ç åîßóùóç, ðáßñíïõìå:
Üñá ðñïêýðôåé ç åîßóùóç (1).

• Åöáñìüæïíôáò éäéüôçôåò ëïãáñßèìùí óôç 2ç åîßóùóç, ðáßñíïõìå:

, Üñá ðñï-

êýðôåé ç åîßóùóç (2).
2

3

x 1

10y
=

2
2 3

3

x 1
2log x 3log y 1 log x log y 1 log log

y 10

⎛ ⎞⎟⎜− = − ⇔ − = − ⇔ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

x y 100⋅ =log x log y 2 log(x y) log100,+ = ⇔ ⋅ =

y 0>x 0>

ln x ln y 1

ln x ln y 2

⎧ + =⎪⎪⎨⎪ ⋅ = −⎪⎩

log x log y 2

2log x 3log y 1

⎧ + =⎪⎪⎨⎪ − = −⎪⎩

>x 1.000
1

0 x
100

< <

log x 3 x 1.000.> ⇔ >
1

log x 2 x
100

< − ⇔ <

log x 2 Þ log x 3,< − >y log x=

2y y 6 0 y 2 Þ y 3− − > ⇔ < − >

2y y 6 0 ... y 3 Þ y 2.− − = ⇔ ⇔ = = −2y y 6 0− − >

y log x=

x 0>

2 x 5< ≤5 x 2− ≤ < −

5 x 5− ≤ ≤

2 2x 4 21 x 25,− ≤ ⇔ ≤

2
0,8 0,8log (x 4) log 21− ≥ ⇔

2x 4 0 x 2 Þ x 2− > ⇔ < − >
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• Ëýíïõìå ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (1) êáé (2): 

• Áðü ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò ðáßñíïõìå (x, y) = (10, 10).

â) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ôï óýóôçìá, ðñÝðåé êáé . 

• ÈÝôïõìå êáé , ïðüôå ðñïêýðôåé ôï óýóôçìá:

¢ñá Ý÷ïõìå ë = –1 êáé ê = 2 Þ ë = 2 êáé ê = –1. 

• Áðü ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò êáé ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ:

Ãéá ê = –1 êáé ë = 2: êáé

Ãéá ê = 2 êáé ë = –1: êáé 

.

• ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò, ïé ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò

åßíáé Þ .

6. Íá ëõèïýí ïé  åîéóþóåéò:

á) â)

Ë ýó ç

á) Åöüóïí êáé , ëïãáñéèìßæïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åîßóùóçò

ðñïêýðôåé ç éóïäýíáìç åîßóùóç . ¸÷ïõìå éóïäýíáìá:

( )

( )

x log 2 1 x log 5

x log 2 log 5 x log 5

x log 2 log 5 log 5

x log10 log 5

x log 5.

= − ⇔

= − ⇔

+ = ⇔

⋅ = ⇔

=

x 1 xlog 2 log 5 −=

1 x5 0− >x2 0>

x 2 1 x3 7 0− −− =x 1 x2 5−=

2 1
(x, y) e ,

e

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
21

(x, y) , e
e

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1
ln y ë ln y 1 y

e
= ⇔ = − ⇔ =

2ln x ê ln x 2 x e= ⇔ = ⇔ =

2ln y ë ln y 2 y e .= ⇔ = ⇔ =

1
ln x ê ln x 1 x

e
= ⇔ = − ⇔ =

ln y ë=ln x ê=

( ) ( )( )

ê 1 ë ê 1 ëê ë 1

ê ë 2 1 ë ë 2 ë 1 ë 2 0

= − = −⎧ ⎧+ =⎧ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨⋅ = −⎪ ⎪ ⎪− ⋅ = − + − =⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

ln y ë=ln x ê=

y 0>x 0>

2
6

2 3 5 623
3

100
x y 100 100 100y

y yx
(x, y) (10, 10).x xx 1

10
10x y 10x 1010x10y

x

⎧⎪⎧ ⎪⎧ ⎧⋅ =⎪ =⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪= =⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨ ⎨ ⎨⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ==⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎩⎪⎩ ⎪⎪⎩
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ÐáñáôÞñçóç
Åäþ èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ëïãÜñéèìï ïðïéáóäÞðïôå âÜóçò, áöïý
üìùò åìöáíßæåôáé ï áñéèìüò 10, åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí äå-
êáäéêü ëïãÜñéèìï. 

â) ¸÷ïõìå 

Åöüóïí êáé , ëïãáñéèìßæïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åîßóùóçò

ðñïêýðôåé ç éóïäýíáìç åîßóùóç ¸÷ïõìå éóïäýíáìá:

7. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå .

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f(x).
â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç f(x) = 2ln2.

ã) Íá ëõèåß ç áíßóùóç f(x) > 0.          

(ÐáíåëëáäéêÝò 2002)

Ë ýó ç

á) Ãéá íá Ý÷åé íüçìá ï öõóéêüò ëïãÜñéèìïò, ðñÝðåé êáé .

¼ìùò ãéá êÜèå , åðïìÝíùò áñêåß . 

Åßíáé . 

ÅðïìÝíùò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ôï = + ∞Á (0, ).

x y

Ãéá êÜèå á 1 éó÷ýåé:

á á x y.

>

> ⇔ >
2x 2x 0e 1 e e 2x 0 x 0> ⇔ > ⇔ > ⇔ >

2xe 1 0− >∈�xxe 5 0+ >

xe 5 0+ ≠
2x

x

e 1
0

e 5

−
>

+

2x

x

e 1
f x ln

e 5

⎛ ⎞−⎜ ⎟( ) = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

( ) ( )

( ) 2

x 2 ln 3 1 x ln 7

x ln 3 2ln 3 ln 7 x ln 7

x ln 3 ln 7 ln 7 ln 3

ln 63
x

ln 21
ln 3 ln 21

x
ln 21

ln 3
x 1.

ln 21

− = − ⇔

− = − ⇔

+ = + ⇔

= ⇔

+
= ⇔

= +

x 2 1 xln 3 ln7 .− −=

1 x7 0− >x 23 0− >

x 2 1 x x 2 1 x3 7 0 3 7 .− − − −− = ⇔ =
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â) ¸÷ïõìå . 

Áðïëïãáñéèìßæïíôáò ðñïêýðôåé ç åîßóùóç .   

• ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôéêáôÜóôáóç ðñïêýðôåé ç åîßóùóç:

, ïðüôå ðáßñíïõìå:

Þ . 

¼ìùò ðñÝðåé y > 0, ïðüôå .

• Áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç , åßíáé ïðüôå , ç ïðïßá åßíáé äå-

êôÞ, áöïý .

ã) ¸÷ïõìå . 

Áðïëïãáñéèìßæïíôáò ðñïêýðôåé ç áíßóùóç .   

• Áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ðñïêýðôåé ç áíßóùóç .

¸÷ïõìå ïðüôå ðáßñíïõìå:

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå . 

• Áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç åßíáé ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôï, Þ

. ÅðïìÝíùò ç áñ÷éêÞ áíßóùóç áëçèåýåé üôáí .

8. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ , áí ïé áñéèìïß log80, êáé

÷log3 åßíáé ìå ôç óåéñÜ ðïõ äßíïíôáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìçôéêÞò ðñïüäïõ.

Ë ý ó ç

Ïé áñéèìïß log80, êáé åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìçôéêÞò

ðñïüäïõ áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé .

• Åöáñìüæïíôáò éäéüôçôåò ëïãáñßèìùí, ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ: 

(1).x 1 x x x 1 x x2 log 20(5 3 ) log 80 log 3 log 20(5 3 ) log(80 3 )+ ++ = + ⇔ [ + ] = ⋅

x 1 x2 log 20(5 3 ) log 80 x log 3+ + = +

x log 3x 1 xlog 20(5 3 )+ +

x 1 xlog 205 3+( + )∈�x

x ln 3>xe 3 x ln 3> ⇔ >

xe 2,< −xe y=

2y y 6 0 y 2 Þ y 3− − > ⇔ < − >

y 3 0 y 3 Þ y 2 0 y 2.− = ⇔ = + = ⇔ = −

2y y 6 0 (y 3)(y 2) 0,− − = ⇔ − + =

2y y 6 0− − >xe y=

2x
2x x

x

e 1
1 e e 6 0

e 5

−
> ⇔ − − >

+

⎛ ⎞− ⎟⎜> ⇔ >⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

2x

x

e 1
f(x) 0 ln ln1

e 5

ln 7 0>

x ln 7=xe 7,=xe y=

y 7=

y 3 0 y 3+ = ⇔ = −y 7 0 y 7− = ⇔ =

2y 4y 21 0 (y 7)(y 3) 0− − = ⇔ − + =

xe y,=

2x
2x x

x

e 1
4 e 4e 21 0

e 5

−
= ⇔ − − =

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎜= ⇔ = ⇔ =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2x 2x
2

x x

e 1 e 1
f(x) 2 ln 2 ln ln 2 ln ln 4

e 5 e 5
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• Áðïëïãáñéèìßæïíôáò ôçí (1), ðñïêýðôåé ç åêèåôéêÞ åîßóùóç:

(2).

• Åöáñìüæïíôáò éäéüôçôá ôùí áíáëïãéþí, áðü ôçí åîßóùóç (2) ðáßñíïõìå:

êáé ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé x = –1.

9. ¸óôù Q(t) ç ôéìÞ åíüò ðñïúüíôïò (óå ÷éëéÜäåò åõñþ), t Ýôç ìåôÜ ôçí êõêëï-

öïñßá ôïõ óôçí áãïñÜ. Ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò Þôáí 3.000 åõñþ, åíþ
ìåôÜ áðü 6 ìÞíåò ç ôéìÞ ôïõ åß÷å ìåéùèåß óôï ìéóü ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôïõ.

Áí åßíáé ãíùóôü üôé éó÷ýåé , üðïõ , ôüôå: 

á) íá áðïäåé÷èåß üôé 

â) íá âñåèåß óå ðüóï ÷ñüíï ç ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò èá ãßíåé ßóç ìå ôï 

ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôïõ,

ã) íá âñåèåß ï åëÜ÷éóôïò ÷ñüíïò ãéá ôïí ïðïßï ç ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò äåí

õðåñâáßíåé ôï ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôïõ.  

(ÐáíåëëáäéêÝò 2001)

Ë ýó ç

á) Áöïý ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò Þôáí 3.000 åõñþ, Ý÷ïõìå , ïðüôå áðü

ôç äïèåßóá ó÷Ýóç ðáßñíïõìå êáé ôåëéêÜ (1).

Åðßóçò, ìåôÜ áðü 6 ìÞíåò ç ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò åß÷å ìåéùèåß óôï ìéóü ôçò áñ-

÷éêÞò ôéìÞò ôïõ, åðïìÝíùò , ïðüôå áðü ôç äïèåßóá ó÷Ýóç ðáßñíïõìå:

(2).

Ëüãù ôçò ó÷Ýóçò (1), ç (2) ãßíåôáé 

êáé ôåëéêÜ (3).

¸÷ïõìå ëïéðüí (4).

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (3) ç (4) ãßíåôáé ln 4 t ln 3 ln 4 t ln 3 tQ(t) (e ) e (e ) e 3 4 .− − −= ⋅ = ⋅ = ⋅

lnQ(t) á t â á t âlnQ(t) á t â e e Q(t) (e ) e⋅ += ⋅ + ⇔ = ⇔ = ⋅

á 2ln 2 á ln 4= − ⇔ = −

á 3 á
ln 3 ln ( ln 3 ln 2) ln 3

2 2 2
+ = ⇔ = − −

⎛ ⎞⎟⎜ = ⋅ + ⇔ + =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1 1 á 3

lnQ á â â ln
2 2 2 2

⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1 3

Q
2 2

â ln 3=lnQ(0) á 0 â= ⋅ +

Q(0) 3=

1

9

1

16

tQ t 3 4 , t 0,−( ) = ⋅ ≥

∈�á, âln Q t á t â, t 0( ) = ⋅ + ≥

5

3

3

5

5

3

5

3

1⎛
⎝
⎜⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟⎟ = ⇔

⎛
⎝
⎜⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟⎟ =

⎛
⎝
⎜⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟⎟

−x x

x 1 x x x 1 x x x x20(5 3 ) 80 3 20 5 20 3 80 3 100 5 60 3+ ++ = ⋅ ⇔ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅
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â) Áñêåß íá åðéëýóïõìå ôçí åêèåôéêÞ åîßóùóç . ¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:

ÅðïìÝíùò ç ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò èá ãßíåé ßóç ìå ôï ôçò áñ÷éêÞò ìåôÜ áðü 2

÷ñüíéá.

ã) Áñêåß íá åðéëýóïõìå ôçí åêèåôéêÞ áíßóùóç . ¸÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:

. Ëïãáñéèìßæïíôáò, ðáßñíïõìå:

ÅðïìÝíùò ï åëÜ÷éóôïò ÷ñüíïò ãéá ôïí ïðïßï ç ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò äåí õðåñ-

âáßíåé ôï ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôïõ åßíáé ôá ÷ñüíéá.  

10.á) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.

â) Íá ëõèåß ãéá x > 1 ç åîßóùóç xx = 27.

Ë ý ó ç

á) Éó÷ýåé üôé , äéüôé .        

• Ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá, ïðüôå ãéá êÜèå , ìå

, èá éó÷ýåé ç óõíåðáãùãÞ .

• ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå Ý÷ïõìå , ïðüôå ðïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ

ìÝëç ðáßñíïõìå

• Ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá, ïðüôå ãéá èá

éó÷ýåé ç óõíåðáãùãÞ 1 1 2 2x ln x x ln x
1 1 2 2x ln x x ln x e e .< ⇒ <

1 1 2 2x ln x x ln x<xy e=

1 2

1 1 2 2

1 2

x x
x ln x x ln x .

ln x ln x

⎧ <⎪⎪ ⇔ <⎨⎪ <⎪⎩

ln x ln1 0> =x 1>
1 2 1 2x x ln x ln x< ⇒ <1 2x x<

1 2x , x 1>y ln x=

ln xe x=x ln x ln x x xe (e ) x= =x x ln xx e=

xf x x , x 1( ) = >

ln 3
t

ln 2
=

1

9

t 2 2 ln 3 ln 3
ln 4 ln 3 t ln 4 2ln 3 t t .

2 ln 2 ln 2
≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥

t t t 21 1 1
Q(t) Q(0) 3 4 4 4 3

9 3 9
− −≤ ⇔ ⋅ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥

1
Q(t) Q(0)

9
≤

1

16

t 2.=t t t 21 3 1
Q(t) Q(0) 3 4 4 4 4

16 16 16
− − − −= ⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔ = ⇔

1
Q(t) Q(0)

16
=
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ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå ìå , Ý÷ïõìå Üñá ç óõíÜñ-

ôçóç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.

â) Ç åîßóùóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí åîßóùóç .

Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç .

• Ìå äïêéìÝò âñßóêïõìå üôé Üñá ôï 3 åßíáé ñßæá ôçò åîßóùóçò. 
• Áðü ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá ðáßñíïõìå üôé: 

¢ñá ç óõíÜñôçóç g åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.
ÅðïìÝíùò ôï 3 åßíáé ìïíáäéêÞ ñßæá ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò.

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

Íá ÷áñáêôçñéóèïýí ïé ðñïôÜóåéò ùò óùóôÝò (Ó) Þ ëáíèáóìÝíåò (Ë).
1. ¸óôù ç óõíÜñôçóç ìå á > 0.

á) Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f åßíáé ôï óýíïëï .  �� Ó  �� Ë

â) Ôï óýíïëï ôéìþí ôçò f åßíáé ôï óýíïëï .  �� Ó  �� Ë

ã) Áí a = 1, ç f åßíáé óôáèåñÞ.     �� Ó  �� Ë

ä) Áí a > 1, ç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.     �� Ó  �� Ë

å) Ç C
f
äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (0, 1).                  �� Ó  �� Ë

2. Áí á > 1 êáé x, y > 0, éó÷ýåé üôé .         �� Ó  �� Ë

3. Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f(x) = lnx åßíáé ôï óýíïëï ôéìþí ôçò 

.                                              �� Ó  �� Ë

4. Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé 

ôï óýíïëï .   �� Ó  �� Ë

5. Ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.  �� Ó  �� Ë

6. Ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí , 

åßíáé óõììåôñéêÝò ùò ðñïò ôïí Üîïíá ÷´x.     �� Ó  �� Ë1

4

g(x) log x=
4f(x) log x=

f(x) log x=

�

2f(x) log x=

xg(x) e=

á álog x log y x y< ⇔ <

(0, )+∞
�

af(x) log x,=

ÅñùôÞóåéò óùóôïý – ëÜèïõò

1 2 1 2 1 2 1 2x x f(x ) f(x ) f(x ) 27 f(x ) 27 g(x ) g(x ).< ⇒ < ⇒ − < − ⇒ <

g(3) 0,=

g(x) f(x) 27= −

f(x) 27 0− =xx 27=

1 2f(x ) f(x ),<1 2x x<1 2x , x 1,>
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7. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé 

óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïí Üîïíá y´y.     �� Ó  �� Ë

8. Ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá. �� Ó  �� Ë

9. Ç óõíÜñôçóç Ý÷åé óýíïëï ôéìþí ôï óýíïëï . �� Ó  �� Ë

ÁÓÊHÓÅÉÓ ÁÍAÐÔÕÎÇÓ

A´ ÏìÜäá

11.. Íá ó÷åäéáóôïýí óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõ-
íáñôÞóåùí ìå ôýðïõò:

á) , 

â)

ã) , 

22.. Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ôýðïõò:

á) â)

ã) ä)

33.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) â)

ã) ä)

44.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:                             

á) â)

ã) ä) 2ln(x 1) ln x ln 2+ − =2 2ln x ln x=

2ln x 1=2ln x ln(7x 10)= −

3 2log(x x) log(x 1) 0+ − + =2
1 1 1

2 2 2

log (x 2) log x log 3+ − =

2 2 2log (x 1) log x log 12+ + =log(x 2) log(x 2) log 5+ + − =

1
t(x)

ln(x 3)
=

−

1 x
h(x) ln

1 ÷

−
=

+

2g(x) log(x x 6)= − −f(x) log(2x 4)= −

g(x) ln(x 1)= −f(x) ln x=

f(x) log x, g(x) log x 2= = −

1

3

g(x) log x=
3f(x) log x=

�f(x) log x=

1
f(x) ln

x
=

f(x) log x=
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55.. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

á) â)

ã) ä)

66.. Íá óõãêñéèïýí ïé áñéèìïß: 

á) log7 êáé log8         â) êáé ã) êáé 

77.. Íá ëõèïýí ôá óõóôÞìáôá:

á) â)

88.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) â)

99.. Íá ðáñáóôáèïýí ãñáöéêÜ ïé óõíáñôÞóåéò ìå ôýðïõò: 

á) â)

1100.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:                             

á) â)

1111.. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

á) â)

1122.. á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f ìå .

â) Íá âñåèåß ôï óçìåßï óôï ïðïßï ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ôÝ-
ìíåé ôïí Üîïíá x´x. 

1133.. Íá åîåôáóèåß áí ôÝìíïíôáé ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí:

.

1144.. Íá âñåèïýí ôá äéáóôÞìáôá óôá ïðïßá ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò

f ìå âñßóêåôáé êÜôù áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò

g ìå .g(x) 2 log 8=

2f(x) 3log x=

f(x) 2 ln( 2x) êáé g(x) ln(1 x)= = −

f(x) ln(ln x)=

2
2

3

log x 8 0− ≥log 2x 1 log7− ≥

x 2 x7 2 0− − =x 1 x3 5 −=

g(x) log x=f(x) log x=

3 2ln(x 2x ) ln(13x 10)+ = −
⎛ ⎞⎟⎜− − = − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3 25
log(2x x) log 2 log x 3

2

ln x ln y 1

x
e

y

⎧ + =⎪⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎪⎩

log x log y 3

2log x 3log y 4

+ =⎧⎪⎪⎨ − = −⎪⎪⎩

1

2

log ð1

2

log 3
1

ln
2

1
ln

3

2ln(x 6) ln 5x+ ≤2ln(x 4) ln 4x+ >

3 3

5 5

log 2x log 12≥2log x log1<
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1155.. á) Íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá êÜèå x > 0 éó÷ýåé .                             

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç .                 

1166.. Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ôýðïõò:

a) â) ã)

1177.. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

a) â) ã)

1188.. Íá ãßíåé ðßíáêáò ðñïóÞìùí óå êÜèå ðåñßðôùóç:

a) â)
ã)

1199.. Íá ëõèåß ç áíßóùóç

2200.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

a) â)
ã) ä)

Â´ ÏìÜäá

2211.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

a) â)

ã) ä)

2222.. Íá ëõèïýí ôá óõóôÞìáôá:

a) â)

2233.. á) Íá áðïäåé÷èåß üôé

â) Íá ëõèåß ôï óýóôçìá

ln y ln xx y 2e

ln x y 1

⎧ + =⎪⎪⎪⎨⎪ ⋅ =⎪⎪⎩

ln y ln xx y , ìå x, y 0.= >

ln x ln y 0

1
ln x ln y ln

e

⎧ + =⎪⎪⎪⎨⎪ ⋅ =⎪⎪⎩

x

2 2 2

2
log y

3
log x log y log 32

⎧⎪⎪ =⎪⎪⎨⎪⎪ + =⎪⎪⎩

2ln xx e x, ÷ 0= ⋅ >ln x 2e x x x⋅ = ⋅

ln(x 1) 2(x 1) e (x 1)++ = +ln x 4 6x x e− −= ⋅

xx 1=ln(ln(ln x)) 0=

log xx 10.000=ln xx e=

3ln x 1 ln x3 2 3 1 0.+ − ⋅ − <

2Ã (x x)(2 ln x)= − −

3Â (x x) log(1 x)= − −Á (2 x) ln(x 1)= − −

1 log x
1

3 log x

+
≥

+
log(x 1)

0
ln x 2

−
<

+
ln x 2

0
ln x 1

−
≥

−

2f(x) ln x ln x= −
2

2

log(x 1)
g(x)

x 4

−
=

−
x

f(x)
ln x

=

log x log 24 6 x 8 0− ⋅ + =

log x log 22 x=

334

ÁËÃÅÂÑÁ Â´ ËÕÊÅÉÏÕ

17.qxp  4/10/2013  2:09 µµ  Page 334



2244.. Íá âñåèïýí ôá x, y > 0, þóôå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

2255.. Äßíåôáé ç åîßóùóç

á) Íá âñåèåß ãéá ðïéá x Ý÷åé íüçìá.      

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç.

2266.. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

a) â)

2277.. Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò:

a) â)

2288.. Íá ëõèåß ç áíßóùóç .

2299.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

a) â)

3300.. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ , þóôå ãéá êÜèå ç óõíÜñôçóç 

íá åßíáé:
á) ëïãáñéèìéêÞ,       â) ãíçóßùò áýîïõóá,       ã) ãíçóßùò öèßíïõóá.

3311.. ¸óôù ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç f ìå , ìå . 

Á. á) Íá åîçãçèåß ãéáôß ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò äéÝñ÷åôáé áðü

ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí. 

â) Íá åîåôáóèåß áí åßíáé Üñôéá Þ ðåñéôôÞ.

Â. Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ á, þóôå ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò íá äéÝñ-

÷åôáé áðü ôï óçìåßï Ì(5, log 51). Ãéá á = 2 íá ëõèåß: 

á) ç åîßóùóç f(x) = 1,

â) ç áíßóùóç .

3322.. Íá ëõèåß ç åîßóùóç .                            

3333.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå .

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f.

â) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç f åßíáé ðåñéôôÞ.

⎛ ⎞− ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
3 x

f(x) ln
3 x

x 1
x x 129 7 3 35 5

+
−+ ⋅ = ⋅

f(x) log ( log1.000)≤

á 0≥2f(x) log(áx 1)= +

a 2

1 2a

f(x) log x−
−

=∈�x∈�á

xóõíe 1=xçìe 0=

2ln x ln x 1 2ln 2 ln 33 3 e x 1+− + ≤ −

x 1 2x3 5+ ≤
x

1
2

3

⎛ ⎞⎟⎜ >⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

2ln x 1 ln x3 4 3 1 0+ − ⋅ + ≥
2ln x ln x2 2 2 1⋅ − <

( )( ) x 12x 1 log(2e) log e log 2(5 2 1) .−⎡ ⎤+ − = ⋅ −⎣ ⎦

log x y log x log y 2.⋅ = − =
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ã) Íá óõãêñéèïýí ïé áñéèìïß f(0) êáé . 

ä) Íá ëõèåß ç åîßóùóç .      

(ÐáíåëëáäéêÝò 2001)

3344.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç , üðïõ 

Á. Áí , íá áðïäåé÷èåß üôé á = 1.
Â. Ãéá ôçí ôéìÞ á = 1:

á) íá áðïäåé÷èåß üôé ç f ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ 

â) íá ëõèåß ç åîßóùóç f(x) = 0.     
(ÐáíåëëáäéêÝò 2001)

3355.. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò ìå ôýðï:

3366.. Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f, g ìå êáé .

á) Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí f(x) êáé g(x).

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç .                          

ã) Íá ëõèåß ç áíßóùóç .      

(ÐáíåëëáäéêÝò 2003)

3377.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò.

â) Íá áðïäåé÷èåß üôé 

ã) Íá âñåèåß ôï óçìåßï óôï ïðïßï ç C
f
ôÝìíåé ôïí Üîïíá x´x.

ä) Íá âñåèåß ãéá ðïéá x ç C
f
âñßóêåôáé êÜôù áðü ôïí Üîïíá x´x.

3388.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

Á. Íá áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç ïñßæåôáé ãéá êÜèå .  
Â. Áí x > 0, íá âñåèïýí:

á) ôá óçìåßá óôá ïðïßá ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f ôÝìíåé ôïí Üîïíá x´x, 
â) ôá äéáóôÞìáôá óôá ïðïßá ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f âñß-

óêåôáé êÜôù áðü ôïí Üîïíá x´x. 

*∈�x

2 2 ln10f(x) ln(11x 10x 21) ln x ln e .= − + − −

xf(x) ln(e 1).= −

xf(x) x ln(1 e ).−= + −

f(x) 2g(x)>
f(x) g(x)=

xg(x) ln 3 ln(e 1)= + −2x xf(x) ln(e 2e 3)= − +

3 2f(x) ln x 7ln x 16 ln x 12 .= − + −

2 2f(x) (log x 4log x) ,= +

f(10) 25=

∈�á .4 2f(x) á (log x) 8(log x) log(100x), x 0= + ⋅ >

f(x) f(x 1) 0+ + =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1

f
3
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ËÕÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò:

Íá âñåèïýí:

á) ôá á êáé â,

â) ôï óçìåßï ôïìÞò ìå ôçí åõèåßá y = 4,

ã) ìéá óõíÜñôçóç g(x) ôÝôïéá þóôå f(x) = log[g(x)].

Ë ý ó ç

á) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç äéÝñ÷åôáé áðü ôá (1, 2) êáé (10, 5).

ÅðïìÝíùò êáé

¢ñá á = 3 êáé â = 2.

â)

Ôï æçôïýìåíï óçìåßï åßíáé ôï 

ã) [ ] [ ]

( ) [ ]

3

3 3

3log x 2 log g(x) log x log100 log g(x)

log 100x log g(x) g(x) 100x .

+ = ⇔ + = ⇔

= ⇔ =

( )3A 100, 4 .

2
33

2
3log x 2 4 3log x 2 log x x 10 100.

3
+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = =

á log10 â 5 á â 5.+ = ⇔ + =á log1 â 2 â 2+ = ⇔ =

f x á log x â.( ) = ⋅ +

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 
ÓÔÏÕÓ ËÏÃÁÑÉÈÌÏÕÓ
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2. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

Á. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ á ãéá ôéò ïðïßåò ïñßæåôáé óôï ç f.

Â. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ á, þóôå ç óõíÜñôçóç f íá åßíáé ãíçóßùò öèß-

íïõóá óôï .

Ã. Áí , íá ëõèåß ç åîßóùóç 

Ë ýó ç

Á. Ãéá íá ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç óôï , ðñÝðåé:

Â. Ãéá íá åßíáé ç óõíÜñôçóç ãíçóßùò öèßíïõóá óôï , ðñÝðåé .

Óõíáëçèåýïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2), ðáßñíïõìå 

Ã. Áí , åßíáé . ¢ñá ç åîßóùóç ãßíåôáé:

2x 1 x 3 x

2x x 3 x

2x x x

2x x

1 1 1
4 64 8 8

4 4 4

1 1 1 1 1
4 64 8 8

4 4 4 4 4

1 1 1
8 8 0

4 4 4

1 1
7 8 0

4 4

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ = + ⇔⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⋅ + ⋅ = + ⇔⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ − − = ⇔⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− − =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x

2

x
2x 3

.

1
ÈÝôïõìå ù 0.

4
7 9

Åßíáé ù 7ù 8 0 ù 8 Þ 1 (áðïññßðôåôáé).
2

1 3
8 2 2 2x 3 x

4 2
−

⎛ ⎞⎟⎜ = >⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
±

− − = ⇔ = = −

⎛ ⎞⎟⎜ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

x
1

f(x)
4

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
3á e=

( )∈ 2á e , .+∞

• ∈

•

1 2

1

ln á 2
0 á (0, e ) (e , ) (1)

ln a 1
ln á 2 ln á 2 ln á 2 ln á 1 3

1 1 0 0 0
ln a 1 ln a 1 ln a 1 ln a 1

l n a 1 0 l n a 1 á e (2)

−

−

−
> ⇔ ∪ +∞

+
− − − − − −

< ⇔ − < ⇔ < ⇔ < ⇔
+ + + +
+ > ⇔ > − ⇔ >

ln á 2
0 1

ln á 1

−
< <

+
�

∈

2 1

1 2

ln á 2
0 ln á 2 Þ ln á 1 á e Þ a e .

ln a 1

¼ìùò á 0, Üñá á (0, e ) (e , ) .

−

−

−
> ⇔ > < − ⇔ > <

+
> ∪ +∞

�

2 62 f 2x 1 2 f x 3 8 f x 1 .⎡ ⎤( + ) + ( + ) = ( ) +⎣ ⎦
3á e=
�

�

x
ln á 2

f x , a 0.
ln á 1

⎛ ⎞−⎜ ⎟( ) = >⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

11.. Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

a)

â)

ã)

22.. Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

a)
â)
ã)
ä)

å)

óô)

33.. Íá ðñïóäéïñéóôåß ç ôéìÞ ôïõ á óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí ðéï êÜôù óõ-

íáñôÞóåùí ôçò ìïñöÞò .

(a)                                 (â)

(ã)

álog x

x ln x
ln

2 2
=

22 log(2x 1) log(3x 2x ) log(4x 3) log x− − − = − −

log(1 x) 1 log(1 x)+ = + −

log(1 x) log(1 x)+ = −

log(x 2) log(x 3) log 2− + − =

x 1 x 15 2+ −=

1 1 1 3 3
log 8 log 27 3log 5 log 48 log 625 log

3 2 2 2 64

⎛ ⎞⎟⎜− + + − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

log 3 2log 5 0, 5 log12 1+ − +

( ) ( )
3

3 25 10
2

1 2
ln x ln ln x 3ln x

x 5

⎛ ⎞⎟⎜+ − +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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44.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç f(x) = ln2.

ã) Íá ëõèåß ç áíßóùóç 

55.. á) Íá ëõèåß ç åîßóùóç 

â) Íá ëõèåß ç áíßóùóç 

66.. Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g ìå 

á) Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí f êáé g.

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç f(x) = g(x).

ã) Íá óõãêñéèïýí ïé áñéèìïß f(7) êáé g(7).

77.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f.

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç f(x) = 2.

88.. Íá ëõèåß ç áíßóùóç 

99.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå Íá âñåèïýí:

á) ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f,

â) ïé ôéìÝò ôïõ ãéá ôéò ïðïßåò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéÝñ÷åôáé

áðü ôï óçìåßï ,

ã) ïé ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç åßíáé êÜôù áðü ôïí Üîïíá
x´x.

1100.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f.

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç 

ã) Íá ëõèåß ç áíßóùóç f(x) 0.≤
f(x) ln 2.= −

x

x

e 2
f(x) ln .

e 1

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠

8
Â ln 4, ln óõíè

9

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∈è ( ð, ð)−

x

x

e 3
f(x) x ln .

e 5

−
= +

+

xx(log 5 1) log(1 2 ) log 6.− < + −

ln(3x 11)
f(x) .

ln(x 5)

−
=

−

x xf(x) ln 2 7 êáé g(x) ln(2 7) .= − = −

2 2ln x 1 ln x6 6 5.−− ≤

2 2ln x 1 ln x6 6 5.−− =

f(x) ln 6.≥

3x 2x xf(x) ln(e 2e 3e 6).= − − +
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1111.. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå 

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f.

â) Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç åßíáé ðÜíù

áðü ôçí åõèåßá y = 2.

ã) Íá ëõèåß ç åîßóùóç 

1122.. á) Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ , þóôå ôï ðïëõþíõìï 
íá Ý÷åé ùò ðáñÜãïíôá ôï 2÷ − 1.  

â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç 

1133.. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ , ãéá ôéò ïðïßåò Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ôï óýóôçìá

1144.. á) Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ , ãéá ôéò ïðïßåò ôï óýóôçìá

Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.

â) Íá âñåèåß ç ëýóç ãéá ë = −2. 

x y

x y

ë(ë 3 6 ) 1

ë(3 6 ) 1

⎧ ⋅ + =⎪⎪⎨⎪ − =⎪⎩

∈�ë

( )

x y

x y

ëe e ë

3e ë 2 e 1

⎧ + =⎪⎪⎨⎪ + + = −⎪⎩

∈�ë

( ) ∈2 2 ð
ln óõíè ln(2óõí è 3) ln(3óõí è 1) , è 0, .

2

⎛ ⎞⎟⎜+ + = + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3 2P(x) 2x áx áx 1= − + −∈�á

f(x) 1.= −

21 x
f(x) ln ln e .

2x 1

⎛ ⎞− ⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+
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Á. Áí á > 0 ìå , ôüôå ãéá ïðïéïõóäÞðïôå áñéèìïýò íá áðïäåé÷èåß

üôé éó÷ýåé .          

10 ÌïíÜäåò  
Â. Íá ÷áñáêôçñéóèïýí ïé ðñïôÜóåéò ùò óùóôÝò (Ó) Þ ëáíèáóìÝíåò (Ë).

á) Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò

åßíáé ôï �� Ó �� Ë

â) Ãéá êÜèå éó÷ýåé üôé .  �� Ó �� Ë

ã) Ç ëýóç ôçò åîßóùóçò åßíáé ôï x = –10. �� Ó �� Ë

ä) Ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá. �� Ó �� Ë

å) Ãéá êÜèå ÷ > 0 éó÷ýåé üôé .   �� Ó �� Ë

5 ÌïíÜäåò  

Ã. Íá áíôéóôïé÷éóèåß êÜèå åêèåôéêÞ åîßóùóç ôçò óôÞëçò Á óôéò ëýóåéò ôçò ôçò óôÞëçò Â.  

10 ÌïíÜäåò  

ÈÅÌÁ 2
Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á)
12,5 ÌïíÜäåò  

â)
12,5 ÌïíÜäåò  

x x 2
2x 2 1

x 1 2 36 2 10 5 4 7 125
++ ++⋅ + ⋅ = + ⋅

3x 2x 1 x2 2 13 2 10 0++ − ⋅ + =

ln xe x=

f(x) ln x= −

log x 1= −

log x log y log(x y)⋅ = +x, y 0>

3, ).[ +∞

f(x) log(x 3)= −

á 1 2 á 1 á 2log (è è ) log è log è= +
1 2è , è 0>á 1≠

342

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

1. 2x x4 8 128⋅ = á. x = –4

2. 3x 1 x 1
5 : 25

25
+ = â. x = 0 

3. 
1

x
x29 27 3

− +
⋅ = ã. x = –3

4. 
−

+ ⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

5x
3x 2 1

49 : 1
7

ä. x = 1

å. x = –1
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ÈÅÌÁ 3

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå .

á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f.       5 ÌïíÜäåò

â) Íá áðïäå÷èåß üôé ç f åßíáé ðåñéôôÞ.                    6 ÌïíÜäåò

ã) Íá óõãêñéèïýí ïé áñéèìïß f(0) êáé .                6 ÌïíÜäåò

ä) Íá âñåèåß ôï äéÜóôçìá óôï ïðïßï ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò âñß-
óêåôáé êÜôù áðü ôïí Üîïíá x´x.   

8 ÌïíÜäåò  

ÈÅÌÁ 4

Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f, g ìå êáé . 

Íá âñåèåß ôï óýíïëï óôï ïðïßï:
á) ïñßæïíôáé óõã÷ñüíùò êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò,

8 ÌïíÜäåò

â) ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f âñßóêåôáé ðÜíù áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜ-
óôáóç ôçò óõíÜñôçóçò g.                         

17 ÌïíÜäåò

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

ln x1
g(x)

4

−
−⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

12 16x
ln

x 71
f(x)

2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
3

f
4

⎛ ⎞− ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
5 x

f(x) ln
5 x
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