
ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1. Ç åîßóùóç x2 + y2 = ñ2 (ñ > 0) åêöñÜæåé êýêëï ìå êÝíôñï Ï(0, 0) êáé áêôßíá ñ.
2. Ç åîßóùóç x2 = áy (á ≠ 0) åêöñÜæåé ðáñáâïëÞ ìå êïñõöÞ ôï Ï(0, 0) êáé Üîïíá

óõììåôñßáò ôïí y´y.
3. Ç åîßóùóç y2 = áx (á ≠ 0) åêöñÜæåé ðáñáâïëÞ ìå êïñõöÞ ôï Ï(0, 0) êáé Üîïíá

óõììåôñßáò ôïí x´x.
4. Ç åîßóùóç xy = á (á ≠ 0) åêöñÜæåé õðåñâïëÞ.

ÌÝèïäïé êáé åöáñìïãÝò

1. Íá ëýóåôå ôá óõóôÞìáôá: 

á) ,         â) 

êáé íá åñìçíåýóåôå ãåùìåôñéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá.
Ëýóç

á) ⇔ ⇔ ⇔ .

Ç åîßóùóç (II) åßíáé 2ïõ âáèìïý ìå Ä = 9 êáé ñßæåò y = 1 Þ y = −2, ïðüôå êáé
ìå ôç âïÞèåéá ôçò (I) Ý÷ïõìå:
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Ðáñüìïéá Üóêçóç
êáé óôï ó÷ïëéêü

1ç ÌÅÈÏÄÏÓ: Åðßëõóç ìç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí

Õðüäåéîç: Ëýíïíôáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíôéêáôÜóôáóçò. Áí ôï óýóôçìá Ý÷åé ëýóç,
ïé ëýóåéò ðïõ èá âñïýìå åêöñÜæïõí ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí
ôùí äýï ãñáììþí ðïõ ðáñéóôÜíïõí ïé áñ÷éêÝò åîéóþóåéò.

ÏÑÉÓÌÏÓ

Ìç ãñáììéêü óýóôçìá 2××2 ëÝãåôáé ïðïéïäÞðïôå óýóôçìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï
áãíþóôïõò ðåñéÝ÷åé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ìç ãñáììéêÞ åîßóùóç, äçëáäÞ Ý÷åé ìéá åîßóù-
óç ðïõ äåí åßíáé Þ äåí ìðïñåß íá ãßíåé óôç ìïñöÞ áx + ây = ã, üðïõ x, y åßíáé ïé
Üãíùóôïé êáé ïé á, â, ã ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò.
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Ìç ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá
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• Áí y = 1, ôüôå x = 2 − 1 = 1.
• Áí y = −2, ôüôå x = 2 − (−2) = 4.
Óõíåðþò (x, y) = (1, 1) Þ (x, y) = (4, −2).
Ç åîßóùóç x + y = 2 åêöñÜæåé åõèåßá ðïõ
ðåñíÜ áðü ôá óçìåßá (2, 0) êáé (0, 2), åíþ
ç åîßóùóç y2 = x åêöñÜæåé ðáñáâïëÞ ìå
êïñõöÞ ôï Ï(0, 0) êáé Üîïíá óõììåôñßáò
ôïí x´x. Ïé äýï ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò
ôùí åîéóþóåùí åêöñÜæïõí ôá óçìåßá ôï-
ìÞò ôïõò, ðïõ åßíáé ôá Á(1, 1) êáé Â(4, −2).

â) Áöïý xy = 10, èá éó÷ýåé üôé x ≠ 0 êáé y ≠ 0.
Ôüôå:

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ .

ÈÝôïíôáò óôç ó÷Ýóç (I) u = x2, ðñïêýðôåé u2 − 29u + 100 = 0, ç ïðïßá Ý÷åé 
Ä = 441 êáé u = 4 Þ u = 25 ⇔ x2 = 4 Þ x2 = 25 ⇔ x = ±2 Þ x = ±5.
Áíôéêáèéóôþíôáò ëïéðüí óôç (II), âñßóêïõìå üôé:
• Áí x = 2, ôüôå y = 5.
• Áí x = −2, ôüôå y = −5.
• Áí x = 5, ôüôå y = 2.
• Áí x = −5, ôüôå y = −2.
Óõíåðþò (x, y) = (2, 5) Þ (x, y) = (−2, −5) Þ
(x, y) = (5, 2) Þ (x, y) = (−5, −2).
Ç åîßóùóç x2 + y2 = 29 åêöñÜæåé êýêëï ìå 
êÝíôñï Ï(0, 0) êáé áêôßíá , åíþ ç åîß-
óùóç xy = 10 åêöñÜæåé õðåñâïëÞ óôï 1ï
êáé óôï 3ï ôåôáñôçìüñéï. Ïé ôÝóóåñéò ëý-
óåéò ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí åê-
öñÜæïõí ôá óçìåßá ôïìÞò ôïõò, ðïõ åßíáé
ôá Á(2, 5), Â(−5, −2), Ã(5, 2) êáé Ä(−2, −5).
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2. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ

ôéò ëýóåéò ôïõ. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò
ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôùí äýï ãñáììþí.
Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ .

• Áí x = 0, âñßóêïõìå y = 0.
• Áí x = 1, âñßóêïõìå y = 1.
Ïé åîéóþóåéò ðïõ áðïôåëïýí ôï ðáñáðÜíù
óýóôçìá, áí ðáñáóôáèïýí óå óýóôçìá óõ-
íôåôáãìÝíùí, åêöñÜæïõí äýï ðáñáâïëÝò. Ïé
ëýóåéò (0, 0) êáé (1, 1) ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé
ïé óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôùí
ðáñáâïëþí, äçëáäÞ ôùí óçìåßùí Ï(0, 0) êáé
Á(1, 1).

3. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôéò ëýóåéò

ôïõ. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôùí äýï
ãñáììþí.
Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ .

Ç åîßóùóç (I) åßíáé 2ïõ âáèìïý ìå Ä = 28 > 0 êáé

y = ⇔ y = Þ y = .

Áðü ôç (II) Ý÷ïõìå:

• Áí y = , ôüôå x = + 1 = .

• Áí y = , ôüôå x = + 1 = .1 7
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ÅðïìÝíùò ïé ëýóåéò åßíáé ïé:

(x, y) =

Þ (x, y) = .

Ïé åîéóþóåéò ðïõ áðïôåëïýí ôï ðáñáðÜ-
íù óýóôçìá, áí ðáñáóôáèïýí óå óýóôçìá
óõíôåôáãìÝíùí, åêöñÜæïõí Ýíáí êýêëï 
(x2 + y2 = 4) êáé ìéá åõèåßá (x − y = 1). Ïé ëý-
óåéò áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ïé óõíôåôáã-
ìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôïõò.
Äßðëá öáßíåôáé ç ãñáöéêÞ åðßëõóç ôïõ óõ-
óôÞìáôïò, ç ïðïßá üìùò, üðùò åßíáé ðñïöá-
íÝò, äåí ìðïñåß íá äþóåé áêñéâåßò ëýóåéò.

4. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôéò ëýóåéò

ôïõ. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôùí äýï
ãñáììþí.
Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ .

Ç (II) Ý÷åé Ä = 4 êáé y = 9 Þ y = 7. Ôüôå:
• Áí y = 9, áðü ôçí (I) âñßóêïõìå x = 7.
• Áí y = 7, áðü ôçí (I) âñßóêïõìå x = 9.
Ïé åîéóþóåéò ðïõ áðïôåëïýí ôï ðáñáðÜíù óý-
óôçìá, áí ðáñáóôáèïýí óå óýóôçìá óõíôåôáã-
ìÝíùí, åêöñÜæïõí ìéá õðåñâïëÞ (xy = 63)
êáé ìéá åõèåßá (x + y = 16). Ïé ëýóåéò (7, 9)
êáé (9, 7) ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ïé óõíôåôáã-
ìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôïõò óôï óýóôçìá
ôùí óõíôåôáãìÝíùí, äçëáäÞ ôùí Á(7, 9) êáé
Â(9, 7).

2
x 16 y
y 16y 63 0

= −⎧
⎨ − + =⎩

(I)
(II)2

x 16 y
16y y 63

= −⎧
⎨ − =⎩

x 16 y
(16 y)y 63

= −⎧
⎨ − =⎩

x 16 y
xy 63

= −⎧
⎨ =⎩

x y 16
xy 63

+ =⎧
⎨ =⎩
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5. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá .

Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔ ⇔

⇔ .

Ç åîßóùóç (II) åßíáé 2ïõ âáèìïý ìå Ä = 225 êáé x = −2 Þ x = . Óõíåðþò:

• Áí x = −2, áðü ôçí (I) âñßóêïõìå y = −1 − 3(−2) = 5.

• Áí x = , áðü ôçí (I) âñßóêïõìå y = −1 − 3 ⋅ = .

ÅðïìÝíùò (x, y) = (−2, 5) Þ (x, y) = .

6. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá .

Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ ⇔ ⇔ .

Ç (II) Ý÷åé Ä = 4, ïðüôå y = 1 Þ y = 3.
• Áí y = 1, áðü ôçí (I) âñßóêïõìå x = 4 − 1 = 3.
• Áí y = 3, áðü ôçí (I) âñßóêïõìå x = 4 − 3 = 1.
ÅðïìÝíùò (x, y) = (3, 1) Þ (x, y) = (1, 3).

7. Íá ëýóåôå ôï óýóôçìá .

Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ .
2
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2
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==
== Ðáñüìïéá Üóêçóç
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Áí y = 0, ôüôå áðü ôç (II) Ý÷ïõìå 2x2 − 3x + 1 = 0, ðïõ åßíáé åîßóùóç 2ïõ 

âáèìïý ìå Ä = 1 êáé ñßæåò x = 1 Þ x = , ïðüôå (x, y) = (1, 0) Þ (x, y) = .

Áí , ôüôå áðü ôç (II) Ý÷ïõìå = 2x2 − 3x + 1 ⇔

⇔ 5 − 2x = 8x2 − 12x + 4 ⇔ 8x2 − 10x − 1 = 0, ðïõ åßíáé åîßóùóç 2ïõ âáèìïý 

ìå Ä = 132 êáé ñßæåò x = ⇔ x = ⇔ x = .

• Áí x = , ôüôå áðü ôçí (I) âñßóêïõìå:

y = ⇔ y = ⇔ y = , 

ïðüôå (x, y) = .

• Áí x = , ôüôå áðü ôçí (I) âñßóêïõìå:

y = ⇔ y = ⇔ y = , 

ïðüôå (x, y) = .

ÅðïìÝíùò (x, y) = (1, 0) Þ (x, y) =

Þ (x, y) = Þ (x, y) = .

8. Áðü ôç ÖõóéêÞ ãíùñßæïõìå üôé óôçí åõèýãñáììç ïìáëÜ

åðéôá÷õíüìåíç êßíçóç ôï äéÜóôçìá åßíáé x == õ0t ++ át2

êáé ç ôá÷ýôçôá åßíáé õ == õ0 ++ át. Íá åêöñÜóåôå ôçí åðéôÜ÷õíóç á êáé ôïí
÷ñüíï t óõíáñôÞóåé ôùí x, õ, õ0.
Ëýóç
ÏõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí ùò ðñïò á, t:

1
2

Ðáñüìïéá Üóêçóç
êáé óôï ó÷ïëéêü
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⎜
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− ⋅
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⎜
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⎠
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⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ ⇔ .

9. Áí êÜèå äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò åíüò ôåôñáãþíïõ áõîçèïýí
êáôÜ 2 m êáé 3 m áíôßóôïé÷á, ðñïêýðôåé Ýíá ïñèïãþíéï,
ôï ïðïßï ìáæß ìå ôï ôåôñÜãùíï Ý÷åé åìâáäüí 81 m2.
Íá âñåßôå ôçí ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ.
Ëýóç
Áí x m (x > 0) åßíáé ç ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ, ôï åìâáäüí ôïõ åßíáé x2 m2 êáé
ïé ðëåõñÝò ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé (x + 2) m êáé (x + 3) m, ìå áíôßóôïé÷ï åìâáäüí
ïñèïãùíßïõ y = (x + 2)(x + 3) m2.
Áöïý ôï ïñèïãþíéï êáé ôï ôåôñÜãùíï Ý÷ïõí åìâáäüí 81 m2, Ý÷ïõìå y + x2 = 81.
ÅðïìÝíùò:

⇔ ⇔

Ç (I) Ý÷åé Ä = 625 êáé ñßæåò x = − (áðïññßðôåôáé) Þ x = 5 m.

10. Ç êõñßá Ìáñßá áãüñáóå ðåôóÝôåò ðëçñþíïíôáò 24 åõñþ. Áí ìå ôá ßäéá ÷ñÞ-
ìáôá áãüñáæå 4 ðåôóÝôåò åðéðëÝïí, èá ðëÞñùíå 0,2 åõñþ ëéãüôåñá ãéá êÜèå
ðåôóÝôá. Ðüóï êïóôßæåé êÜèå ðåôóÝôá;
Ëýóç
¸óôù x (x > 0) ïé ðåôóÝôåò ðïõ áãüñáóå ç êõñßá Ìáñßá áñ÷éêÜ êáé y åõñþ 
(y > 0) ôï êüóôïò ôçò êáèåìßáò.

15
2

2

2
2x 5x 75 0 .
y 81 x

⎧ + − =
⎨ = −⎩

(I)2 2

2
81 x x 5x 6
y 81 x

⎧ − = + +
⎨ = −⎩

2
y (x 2)(x 3)
y x 81

= + +⎧
⎨ + =⎩

Ðáñüìïéá Üóêçóç
êáé óôï ó÷ïëéêü

2ç ÌÅÈÏÄÏÓ: ÐñïâëÞìáôá

Õðüäåéîç: ÈÝôïõìå ìå ìåôáâëçôÝò ôéò Üãíùóôåò ðïóüôçôåò êáé äçìéïõñãïýìå åßôå
óýóôçìá åîéóþóåùí åßôå åîßóùóç, ôá ïðïßá ëýíïõìå.

0
2 2

0

2xt
õ õ
õ õá

2x

⎧ =⎪⎪ +
⎨

−⎪ =
⎪⎩

0

0 0

2xt
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(õ õ )(õ õ)á

2x

⎧ =⎪⎪ +
⎨ − +⎪ =
⎪⎩

0

0
0

2xt
õ õ
2xá õ õ

õ õ

⎧ =⎪ +⎪
⎨
⎪ = −

+⎪⎩

0

0

2xt
õ õ

át õ õ

⎧ =⎪
+⎨

⎪ = −⎩

0

0

2x (õ õ)t
át õ õ

= +⎧
⎨ = −⎩

0 0

0

2x (2õ õ õ )t
át õ õ

= + −⎧
⎨ = −⎩

0 0

0

2x 2õ t (õ õ )t
át õ õ

= + −⎧
⎨ = −⎩

0

0

2x 2õ t átt
át õ õ

= +⎧
⎨ = −⎩

2
0

0

1x õ t át
2

õ õ át

⎧⎪ = +
⎨
⎪ = +⎩
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Ôüôå xy = 24 ⇔ y = (I).

¼ìùò, áí áãüñáæå x + 4 ðåôóÝôåò ìå ôá 24 åõñþ, èá ðëÞñùíå 0,2 åõñþ ëéãüôåñá 
áíÜ ðåôóÝôá, Üñá (y − 0,2)(x + 4) = 24  (II).
Aðü ôéò (É), (ÉÉ) Ý÷ïõìå: 

(x + 4) = 24 ⇔ x − 0,2x + 4 − 0,2 ⋅4 = 24 ⇔

⇔ −0,2x + − 0,8 = 0 ⇔ −0,2xx + x − 0,8x = 0x ⇔

⇔ −0,2x2 + 96 − 0,8x = 0 ⇔ 2x2 + 8x − 960 = 0 ⇔ x2 + 4x − 480 = 0,

üðïõ Ä = 42 − 4 ⋅1(−480) = 1.936 > 0,

ïðüôå x = ⇔ x = ⇔ x = 20 Þ x = −24 (áðïññßðôåôáé),

Üñá áñ÷éêÜ áãïñÜóôçêáí 20 ðåôóÝôåò.

Óõíåðþò, áðü ôçí (É), êÜèå ðåôóÝôá êïóôßæåé = 1,2 åõñþ.

11. Äýï åñãÜôåò ÷ñåéÜæïíôáé 6 ìÝñåò ãéá íá åêôåëÝóïõí Ýíá Ýñãï ìáæß. Áí ï Ýíáò
÷ñåéÜæåôáé 5 ìÝñåò ëéãüôåñåò áðü ôïí Üëëï áí ôï Ýöôéá÷íå ìüíïò ôïõ, ðüóåò
ìÝñåò ÷ñåéÜæåôáé ï êáèÝíáò ìüíïò ôïõ ãéá íá ôåëåéþóåé ôï Ýñãï;
Ëýóç
¸óôù x (x > 0) ïé ìÝñåò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ï Ýíáò ìüíïò ôïõ ãéá ôçí ðåñÜôùóç ôïõ
Ýñãïõ, ïðüôå x + 5 ìÝñåò ÷ñåéÜæåôáé ï Üëëïò ìüíïò ôïõ.

ÅðïìÝíùò óå ìßá ìÝñá ï êáèÝíáò ìüíïò ôïõ öôéÜ÷íåé ôï êáé ôï ôïõ Ýñãïõ

áíôßóôïé÷á. ¢ñá óå 6 ìÝñåò ï êáèÝíáò öôéÜ÷íåé ôá êáé ôá ôïõ Ýñãïõ áíôß-

óôïé÷á, üìùò êáé ïé äýï ìáæß ïëïêëçñþíïõí ôï Ýñãï, ïðüôå:

+ = 1 ⇔ x(x + 5) + x(x + 5) = x(x + 5) ⇔

⇔ 6(x + 5) + 6x = x(x + 5) ⇔ 6x + 30 + 6x = x2 + 5x ⇔
⇔ x2 + 5x − 6x − 30 − 6x = 0 ⇔ x2 − 7x − 30 = 0,
üðïõ Ä = (−7)2 − 4 ⋅1(−30) = 169 > 0 êáé ïé ëýóåéò åßíáé ïé:

x = ⇔ x = ⇔ x = 10 Þ x = −3 (áðïññßðôåôáé).

Óõíåðþò ï Ýíáò èÝëåé 10 ìÝñåò ãéá íá ôåëåéþóåé ìüíïò ôïõ ôï Ýñãï, åíþ ï Üëëïò
èÝëåé 15 ìÝñåò.

7 13
2
±( 7) 169

2 1
− − ±

⋅

6
x 5+

6
x

6
x 5+

6
x

6
x 5+

6
x

1
x 5+

1
x

24
20

4 44
2

− ±4 1.936
2 1

− ±
⋅

96
x

96
x

24
x

24
x

24 0,2
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

24
x
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12. Ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ íá ðñïóäéïñßóåôå ôïí

áñéèìü ôùí ëýóåùí ôïõ óõóôÞìáôïò êáé íá

âñåßôå ôéò ëýóåéò óå êÜèå ðåñßðôùóç.
Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔ .

Ç åîßóùóç (I) Ý÷åé Ä = 4 + 8ì. Ôüôå:

• Áí 4 + 8ì > 0 ⇔ 8ì > − 4 ⇔ ì > − , ç åîßóùóç (I) Ý÷åé äýï Üíéóåò ñßæåò, ôéò

x = = 1 ± , ïðüôå áðü ôç (II) Ý÷ïõìå y = 1 + ì ± .

• Áí ì = − , ç åîßóùóç (I) Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá, ôç x = 1, ïðüôå áðü ôç (II) âñß-

óêïõìå y = .

• Áí ì < − , ç åîßóùóç (I) åßíáé áäýíáôç, Üñá êáé ôï óýóôçìá åßíáé áäýíáôï.

13. Äßíïíôáé ç ðáñáâïëÞ y == 2x2 êáé ç åõèåßá x ++ y == k, 
üðïõ k ∈ . Íá âñåßôå ôï ðëÞèïò ôùí êïéíþí ôïõò 
óçìåßùí ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ k.
Ëýóç
Ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí ôïìÞò ôçò ðáñáâïëÞò êáé ôçò åõèåßáò åîáñôÜôáé áðü ôï
ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåþí ôïõò.

ÅðïìÝíùò ⇔ ⇔ ⇔ .

Ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôïõ óõóôÞìáôïò åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí
ôçò åîßóùóçò (I), ç ïðïßá Ý÷åé Ä = 12 − 4 ⋅2(−k) = 1 + 8k.
ÅðïìÝíùò:

• Áí Ä > 0 ⇔ 1 + 8k > 0 ⇔ 8k > −1 ⇔ k > − , ç åîßóùóç (I) Ý÷åé äýï ëýóåéò,

Üñá êáé ôï óýóôçìá Ý÷åé äýï ëýóåéò, ïðüôå ç ðáñáâïëÞ êáé ç åõèåßá Ý÷ïõí
äýï êïéíÜ óçìåßá.

1
8

22x x k 0
y k x

⎧ + − =
⎨ = −⎩

(I)
(II)

2k x 2x
y k x

⎧ − =
⎨ = −⎩

2y 2x
y k x

⎧ =
⎨ = −⎩

2y 2x
x y k

⎧ =
⎨ + =⎩

Ðáñüìïéá Üóêçóç
êáé óôï ó÷ïëéêü

1
2

1
2

1
2

1 2ì+1 2ì+
2 4 8ì

2
± +

1
2

2x 2x 2ì 0
y x ì

⎧ − − =
⎨ = +⎩

(I)
(II)

2x 2x 2ì
y x ì

⎧ = +
⎨ = +⎩

2x 2(x ì)
y x ì

⎧ = +
⎨ = +⎩

2x 2y
y x ì

⎧ =
⎨ = +⎩

⎧
⎨ +⎩

2x 2y
y x ì

=
=

Ðáñüìïéá Üóêçóç
êáé óôï ó÷ïëéêü

3ç ÌÅÈÏÄÏÓ: ÐáñáìåôñéêÜ óõóôÞìáôá

Õðüäåéîç: Ëýíïõìå ôá óõóôÞìáôá ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êáé äéáêñß-
íïõìå ðåñéðôþóåéò ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ.
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• Áí Ä = 0 ⇔ k = − , ç åîßóùóç (I) Ý÷åé ìßá äéðëÞ ëýóç, Üñá êáé ôï óýóôçìá

Ý÷åé ìßá ëýóç, ïðüôå ç ðáñáâïëÞ êáé ç åõèåßá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï.

• Áí Ä < 0 ⇔ k < − , ç åîßóùóç (I) äåí Ý÷åé ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò, Üñá êáé ôï óý-

óôçìá äåí Ý÷åé ëýóç, ïðüôå ç ðáñáâïëÞ êáé ç åõèåßá äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá.

14. Íá âñåßôå ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôá ë, ì ∈ þóôå ôï óýóôçìá

íá åßíáé áäýíáôï.
Ëýóç

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ ⇔

⇔ .

Ç åîßóùóç (I) åßíáé 2ïõ âáèìïý ìå:
Ä = (2ë + 3)2 − 4(3ë − ì) = 4ë2 + 12ë + 9 − 12ë + 4ì = 4ë2 + 9 + 4ì.
Ôï áñ÷éêü óýóôçìá åßíáé áäýíáôï üôáí ôï ôñéþíõìï (I) åßíáé áäýíáôï, äçëáäÞ
üôáí Ä < 0 ⇔ 4ë2 + 9 + 4ì < 0.

ÅñùôÞóåéò íÝïõ ôýðïõ
4 Íá óçìåéþóåôå Ó (óùóôü) Þ Ë (ëÜèïò) óå êáèåìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñï-

ôÜóåéò.

1. Ôï óýóôçìá åßíáé áäýíáôï.

2. Ôï óýóôçìá Ý÷åé ëýóç (0, 0).

3. Ôï óýóôçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ôçò ìïñöÞò (ê, ±ê), ê ∈ .

4. Áí ë = 2, ôï óýóôçìá Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.
2ëx 4x 2ë 4y 4

y x 0
⎧ − + = −
⎨ − =⎩

2 2x y 0
0x 0y 0

⎧ − =
⎨ + =⎩

22xy 5y 3y 0
y x 0

⎧ − + =
⎨ + =⎩

2x y 5
y 3x 0

⎧ + = −
⎨ + =⎩

2x (2ë 3)x 3ë ì 0
y x ë

⎧ + + + − =
⎨ = +⎩

(É)
(ÉÉ)

2 22x 2xë x 3x 3ë ì 0
y x ë

⎧ + − + + − =
⎨ = +⎩

2 2x 3x 3ë ì 2x 2xë
y x ë

⎧ − − + = +
⎨ = +⎩

2x 3(x ë) ì 2x(x ë)
y x ë

⎧ − + + = +
⎨ = +⎩

2x 3y ì 2xy
y x ë

⎧ − + =
⎨ = +⎩

2x 3y ì 2xy
y x ë

⎧ − + =
⎨ − =⎩

⎧ − +
⎨ −⎩

2x 3y ì 2xy
y x ë

=
=

1
8

1
8
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4 Íá áíôéóôïé÷ßóåôå ôá ó÷Þìáôá ôçò 1çò óôÞëçò ìå ôá óõóôÞìáôá ôùí åîé-
óþóåþí ôïõò ôçò 2çò óôÞëçò.

1ç óôÞëç 2ç óôÞëç
2y 4x

y 2x
⎧ =
⎨ =⎩

Á

1
2 2x y 13

yx 6
⎧ + =
⎨ =⎩

Â

2
xy 5
5y x 10

=⎧
⎨ + =⎩

Ã

3
2y 4x

y 4x
⎧ =
⎨ =⎩

Ä

4
2 2x y 25

y 3x 5
⎧ + =
⎨ = −⎩ Å

xy 5
y 5x 2

=⎧
⎨ + =⎩

ÓÔ
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AóêÞóåéò ðñïò ëýóç
4 Á´ ÏìÜäá

1. Íá ëýóåôå êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôá áêüëïõèá óõóôÞìáôá:

á) , â) , ã) , ä) .

2. Íá ëýóåôå êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôá áêüëïõèá óõóôÞìáôá:

á) , â) , ã) , ä) .

3. Íá ëýóåôå êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôá áêüëïõèá óõóôÞìáôá:

á) , â) , ã) , ä) .

4. Íá ëýóåôå êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôá áêüëïõèá óõóôÞìáôá:

á) , â) , ã) , ä) .

5. Íá ëýóåôå êáé íá åñìçíåýóåôå ãñáöéêÜ ôá áêüëïõèá óõóôÞìáôá:

á) , â) ,  ó         ã) ,

ä) , å) , óô) .

6. Íá ëýóåôå ôá óõóôÞìáôá:

á) , â) ,   óã) .

7. Íá âñåßôå ôá êïéíÜ óçìåßá ôçò ðáñáâïëÞò ìå åîßóùóç y = −3x2 êáé ôçò åõèåßáò
ìå åîßóùóç y = x − 4.

8. Íá âñåßôå ôá êïéíÜ óçìåßá ôïõ êýêëïõ ìå åîßóùóç y2 + x2 = 8 êáé ôçò åõèåßáò ìå
åîßóùóç y = −x.

9. Ôá Ýîïäá ãéá Ýíá ãåýìá Þôáí 100 €. ¼ìùò ìåôáîý ôùí áôüìùí ðïõ Ýëáâáí ìÝ-
ñïò õðÞñ÷áí êáé 5 öéëïîåíïýìåíïé, ïðüôå ïé õðüëïéðïé áíáãêÜóôçêáí íá âÜ-
ëïõí áðü 1 € åðéðëÝïí óå ó÷Ýóç ìå ôï ðïóü ðïõ ôïõò áíáëïãïýóå. Ðüóá Üôïìá
Ýëáâáí óõíïëéêÜ ìÝñïò óôï ãåýìá;

x 3y 3
xy 6

− =⎧
⎨ =⎩2

3x 4y 13
x 5xy 6

+ =⎧
⎨ − = −⎩

2 2
2x y 3
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⎨ + =⎩

2
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2 2
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2
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⎨ =⎩
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⎨ =⎩

2 2
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⎨ =⎩

2
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⎨ =⎩

x y 1
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⎨ = −⎩
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⎨ =⎩
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⎨ =⎩
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⎨ =⎩

2 2
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+ =⎧
⎨ + =⎩

2 2
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+ =⎧
⎨ + =⎩

2 2
x y 5
x y 13

− =⎧
⎨ + =⎩

2 2
2x y 3
x y 5

+ = −⎧
⎨ + =⎩

2
x 3y 6
x 9y

+ =⎧
⎨ =⎩

2
5x 2y 7
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+ =⎧
⎨ = −⎩

2
x y 0
x y

+ =⎧
⎨ = −⎩

2
2x y 6
x 8y

− =⎧
⎨ =⎩

2
x 2y 6

y 6x
− + =⎧

⎨ =⎩
2

x y 15
y 4x

+ =⎧
⎨ =⎩

2
x y 8
y 7x

+ =⎧
⎨ = −⎩

2
x y 6
y 3x

+ =⎧
⎨ =⎩
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10. Áðü ôç ÖõóéêÞ ãíùñßæïõìå üôé óôçí åõèýãñáììç ïìáëÜ åðéâñáäõíüìåíç êßíç-

óç ôï äéÜóôçìá åßíáé x = õ0t − át2 êáé ç ôá÷ýôçôá åßíáé õ = õ0 − át. Íá åêöñÜ-

óåôå ôçí åðéôÜ÷õíóç á êáé ôïí ÷ñüíï t óõíáñôÞóåé ôùí x, õ, õ0.

11. Áðü ôç ÖõóéêÞ ãíùñßæïõìå üôé óôçí ïìáëÜ åðéôá÷õíüìåíç óôñïöéêÞ êßíçóç ç

ãùíéáêÞ ìåôáôüðéóç åßíáé è = ù0t + áãùít2 êáé ç ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá åßíáé

ù = ù0 + áãùí t. Íá åêöñÜóåôå ôç ãùíéáêÞ åðéôÜ÷õíóç áãùí êáé ôïí ÷ñüíï t óõíáñ-
ôÞóåé ôùí è, ù, ù0.

12. Íá âñåßôå ôéò äéáóôÜóåéò åíüò ïñèïãùíßïõ ìå äéáãþíéï 20 m êáé åìâáäüí 192 m2.

13. Íá âñåßôå ôéò äéáóôÜóåéò åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå õðïôåßíïõóá 13 m êáé
åìâáäüí 30 m2.

14. Íá âñåßôå äýï áñéèìïýò ðïõ Ý÷ïõí Üèñïéóìá, ãéíüìåíï êáé ðçëßêï ôïí ßäéï áñéèìü.

4 Â´ ÏìÜäá

15. Ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ íá ðñïóäéïñßóåôå ôïí áñéèìü ôùí ëýóåùí ôïõ

óõóôÞìáôïò êáé íá âñåßôå ôéò ëýóåéò óå êÜèå ðåñßðôùóç.

16. Ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ íá ðñïóäéïñßóåôå ôïí áñéèìü ôùí ëýóåùí ôïõ

óõóôÞìáôïò êáé íá âñåßôå ôéò ëýóåéò óå êÜèå ðåñßðôùóç.

17. Ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ íá ðñïóäéïñßóåôå ôï ðëÞèïò ôùí êïéíþí óç-
ìåßùí ôùí ãñáììþí ìå åîéóþóåéò x2 + y2 = 25, y = x + ì. Ðïéá åßíáé ôá êïéíÜ óç-
ìåßá óå êÜèå ðåñßðôùóç;

18. Ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ íá ðñïóäéïñßóåôå ôï ðëÞèïò ôùí êïéíþí óç-
ìåßùí ôçò õðåñâïëÞò xy = −4 êáé ôçò åõèåßáò y + x = ì.

19. Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ ðñáãìáôéêïý áñéèìïý ë ç åõèåßá y = ëx + 3 åöÜðôåôáé ôïõ
êýêëïõ x2 + y2 = 4;

20. Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ ðñáãìáôéêïý áñéèìïý ê ç åõèåßá y = 2x + ê ôÝìíåé ôçí ðáñá-
âïëÞ y = −x2 óå äýï óçìåßá;

21. Äßíïíôáé ç åõèåßá ìå åîßóùóç y = ëx + 5 êáé ç ðáñáâïëÞ y2 = 3x, üðïõ ë ∈ .
Íá âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ ë ãéá ôéò ïðïßåò ç ðáñáâïëÞ Ý÷åé: 
á) Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôçí åõèåßá,     â) äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôçí åõèåßá.

2y 5x
x 2y ì

⎧ =
⎨ = −⎩

2x 3y
y 2x ì

⎧ =
⎨ = +⎩

1
2

1
2
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22. Íá âñåßôå ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôçò åõèåßáò x + y = ì êáé ôïõ êýêëïõ x2 + y2 = 2
ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ì ∈ .

23. Íá âñåßôå ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôá ë, ì ∈ þóôå ôï óýóôçìá:

íá åßíáé áäýíáôï.

24. Íá ëýóåôå ôá óõóôÞìáôá:

á) , â) , óã) ,

ä) , å) , óô) .

25. Íá ëýóåôå ôá óõóôÞìáôá:

á) , â) ,

ã) , ä) .

26. Ç êýñéïò ÍåêôÜñéïò áãüñáóå ôåôñÜäéá êáé ðëÞñùóå 18 åõñþ. Áí ìå ôá ßäéá ÷ñÞ-
ìáôá áãüñáæå 8 ôåôñÜäéá åðéðëÝïí, èá ðëÞñùíå 0,6 åõñþ ëéãüôåñá ãéá êÜèå ôå-
ôñÜäéï. Ðüóï êïóôßæåé êÜèå ôåôñÜäéï;

27. Äýï åñãÜôåò ÷ñåéÜæïíôáé 35 ìÝñåò ãéá íá åêôåëÝóïõí Ýíá Ýñãï ìáæß. Áí ï Ýíáò
÷ñåéÜæåôáé 24 ìÝñåò ëéãüôåñåò áðü ôïí Üëëï áí ôï Ýöôéá÷íå ìüíïò ôïõ, ðüóåò ìÝ-
ñåò ÷ñåéÜæåôáé ï êáèÝíáò ìüíïò ôïõ ãéá íá ôåëåéþóåé ôï Ýñãï;

28. Ôï Üèñïéóìá ôùí ðëåõñþí äýï ôåôñáãþíùí åßíáé 11 cm êáé ç äéáöïñÜ ôùí åì-
âáäþí ôïõò åßíáé 33 cm2. Íá âñåßôå ôéò ðëåõñÝò ôùí ôåôñáãþíùí áõôþí.

29. Áí åëáôôþóïõìå ôç âÜóç åíüò ïñèïãùíßïõ êáôÜ 3 cm êáé áõîÞóïõìå ôçí Üëëç
ðëåõñÜ êáôÜ 2 cm, ôï åìâáäüí ôïõ áõîÜíåôáé êáôÜ 1 cm2. Áí üìùò áõîÞóïõìå
ôç âÜóç êáôÜ 1 cm êáé áõîÞóïõìå ôçí Üëëç ðëåõñÜ êáôÜ 6 cm, ôï åìâáäüí ãß-
íåôáé 132 cm2. Íá âñåßôå ôéò äéáóôÜóåéò ôïõ.

30. Íá âñåßôå ôéò ãùíßåò x, y ìå 0ï <
∧x, ∧y < 90ï ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé:

22óõí y 4çìx 1
2óõíy 2çìx 2

⎧ − = −
⎨

+ =⎩

2 2x y 5
xy 6

⎧ − =
⎨ = −⎩

2 2

2 2
x y 3x 2y 2
x y x y 2

⎧ + − + = −
⎨ + + + =⎩

2 2

2 2
x y 13
9x 4y 0

⎧ + =
⎨ − =⎩

2 2

2 2
x y x y 22
x y x y 18

⎧ + + + =
⎨ − + − =⎩

4 4x y 97
x y 1

⎧ + =
⎨ + = −⎩

2 2

2 2
(x 1) (y 1) 25
x y 25

⎧ + + − =
⎨ + =⎩

2

2
x xy 3
y xy 2

⎧ + =
⎨ − =⎩

x y xy 3
(x y)xy 2

+ + =⎧
⎨ + =⎩

3 3x y 37
xy(x y) 12

⎧ + =
⎨ + = −⎩

2 2x y x y 92
5(x y) 3xy

⎧ + − − =
⎨ + =⎩

2 2x ìx ë 2y ì 0
y ëx ì

⎧ + + + + =
⎨ = −⎩
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