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ÐÐÑÑÏÏËËÏÏÃÃÏÏÓÓ

Ç êáëÞ ãíþóç ôçò ¢ëãåâñáò ôçò Á´ Ëõêåßïõ åßíáé ðñïáðáéôïýìåíï ãéá ìéá óç-

ìáíôéêÞ ðïñåßá óôéò åðüìåíåò ôÜîåéò ôïõ ëõêåßïõ.

Ôï âéâëßï áõôü åßíáé äïìçìÝíï ìå âÜóç ôï ó÷ïëéêü âéâëßï êáé ôï íÝï áíáëõ-

ôéêü ðñüãñáììá êáé ðåñéÝ÷åé:

• ÓõíïðôéêÞ èåùñßá êáé åöáñìïãÝò ôçò

• Ìåèïäïëïãßá, ó÷üëéá êáé ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôç ëýóç áóêÞóåùí

• ËõìÝíåò áóêÞóåéò, ùò õðüäåéãìá ôñüðïõ ëýóåùí

• ÅñùôÞóåéò êáôáíüçóçò ãéá áõôïáîéïëüãçóç ôïõ ìáèçôÞ

• ÁóêÞóåéò ãéá ëýóç êáé åðéëåãìÝíåò áóêÞóåéò áðü ôçí ÔñÜðåæá ÈåìÜôùí

êáé ôïõò äéáãùíéóìïýò ÈÁËÇ ôçò ÅÌÅ

• ÊñéôÞñéá áîéïëüãçóçò áíÜ åíüôçôá êáé äéáãùíßóìáôá óôï ôÝëïò êÜèå êå-

öáëáßïõ, áëëÜ êáé åíäéÜìåóá óå âáóéêÝò åíüôçôåò

• ÅðáíáëçðôéêÜ èÝìáôá êáé åðáíáëçðôéêÜ äéáãùíßóìáôá óå üëç ôçí ýëç

Óôï ôÝëïò ôïõ âéâëßïõ õðÜñ÷ïõí ïé áðáíôÞóåéò êáé ïé õðïäåßîåéò üëùí ôùí

áóêÞóåùí ãéá ëýóç, ôùí åñùôÞóåùí êáôáíüçóçò êáé üëùí ôùí äéáãùíéóìÜ-

ôùí.

Åðßóçò õðÜñ÷ïõí áíáëõôéêÝò ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí ôïõ ó÷ïëéêïý âéâëßïõ.

ÈáíÜóçò Ôóéïýìáò

Ìáèçìáôéêüò

ÈáíÜóçò Ôóéïýìáò 

¢íäñïõ 2Á êáé Õìçôôïý, 166 72,  ÂÜñç ÁôôéêÞò 

Ôçë.: 210 9653459 êáé 6977219223
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ÅéóáãùãéêÝò
Ýííïéåò

1
Ê Å Ö Á Ë Á É Ï
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1. To ëåîéëüãéï ôçò ëïãéêÞò

ÓYNOÐTIKH ÈÅÙÑÉÁ

ÐÐññüüôôááóóçç  ÞÞ  ééóó÷÷õõññééóóììüüòò
Ðñüôáóç óôá ÌáèçìáôéêÜ Þ éó÷õñéóìüò ïíïìÜæåôáé êÜèå Ýêöñáóç ç ïðïßá ìðï-
ñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß áðïêëåéóôéêÜ ùò áëçèÞò (Á) Þ øåõäÞò (Ø).
Ãéá ðáñÜäåéãìá:
• Ï áñéèìüò 12 åßíáé Üñôéïò → ÁëçèÞò ðñüôáóç
• H Ãç åßíáé åðßðåäç → ØåõäÞò ðñüôáóç
• Áýñéï ìðïñåß íá âñÝ÷åé → Äåí åßíáé ðñüôáóç Þ éó÷õñéóìüò ãéá ôá ÌáèçìáôéêÜ

ÓÓõõííååððááããùùããÞÞ
Áí ï éó÷õñéóìüò «á = â» åßíáé áëçèÞò, ôüôå êáé ï éó÷õñéóìüò « » èá åßíáé
áëçèÞò.

Ãé’ áõôü ëÝìå üôé ï éó÷õñéóìüò «á = â» óõíåðÜãåôáé ôïí éó÷õñéóìü « » êáé
ãñÜöïõìå:

ÃåíéêÜ:

Ãéá ðáñÜäåéãìá: 7 > 2 êáé 2 > 1 7 > 1.

ÉÉóóïïääõõííááììßßáá  ÞÞ  ääééððëëÞÞ  óóõõííååððááããùùããÞÞ
Ãéá ôç óõíåðáãùãÞ äåí éó÷ýåé ôï áíôßóôñïöï. ÄçëáäÞ äåí éó÷ýåé

ç óõíåðáãùãÞ ãéá üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò á, â, ã,

áöïý ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé åíþ 

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ
Ôï ðáñáðÜíù ôï ëÝìå áíôéðáñÜäåéãìá. ¼ôáí èÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé Ýíáò éó÷õ-
ñéóìüò äåí áëçèåýåé ðÜíôïôå, áñêåß íá äåßîïõìå üôé äåí áëçèåýåé óå ìßá åéäéêÞ ðå-
ñßðôùóç.

≠2 3.⋅ = ⋅2 0 3 0,

áã âã á â= ⇒ =

á â áã âã= ⇒ =

⇒

á â áã âã= ⇒ =

áã âã=

áã âã=

11

Áí P êáé Q åßíáé äýï éó÷õñéóìïß ôÝôïéïé þóôå, üôáí áëçèåýåé ï P (õðüèåóç), íá
áëçèåýåé êáé ï Q (óõìðÝñáóìá), ôüôå ëÝìå üôé ï P óõíåðÜãåôáé ôïí Q êáé ãñÜ-

öïõìå ⇒P Q.

01.qxp  23/1/2019  6:03 µµ  Page 11



Áí üìùò õðïèÝóïõìå üôé åßíáé ôüôå éó÷ýåé êáé ç áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ,

äçëáäÞ .
Ãé’ áõôü ëÝìå üôé ïé äýï éó÷õñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé êáé ãñÜöïõìå:

, ìå 

ÃåíéêÜ:

Ãéá ðáñÜäåéãìá: 

¢¢ññííççóóçç  ììééááòò  ððññüüôôááóóççòò
¸óôù ìßá ðñüôáóç P. ÏíïìÜæïõìå Üñíçóç ôçò P ìßá ðñüôáóç P´ ðïõ åßíáé áëçèÞò
(Á) üôáí ç P åßíáé øåõäÞò (Ø) êáé áíôéóôñüöùò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá:
P: «2 < 5» Á
P´: « » Ø

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ
Áðüäåéîç ìéáò ðñüôáóçò åßíáé ìßá óåéñÜ ïñèþí óõëëïãéóìþí ìå ôïõò ïðïßïõò äéá-
ðéóôþíïõìå ôçí áëÞèåéá ôçò ðñüôáóçò.
Áðüäåéîç áðáéôåßôáé óôá èåùñÞìáôá êáé ôá ðïñßóìáôá êáé ü÷é óôá áîéþìáôá (ðïõ
åßíáé ðñïôÜóåéò ðïõ äå÷üìáóôå üôé áëçèåýïõí ÷ùñßò íá ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí).

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðñüôáóç «ãéá êÜèå éó÷ýåé á + â = â + á» áðïôåëåß
áîßùìá ôçò ¢ëãåâñáò.
ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ìÝèïäïé áðüäåéîçò, ïñéóìÝíåò áðü ôéò ïðïßåò èá äïýìå ðá-
ñáêÜôù, üðùò ç åõèåßá áðüäåéîç, ç ìÝèïäïò ìå éóïäõíáìßåò, ç áðáãùãÞ óå Üôïðï
êáé ç ìÝèïäïò ìå áíôéðáñÜäåéãìá, ðïõ åßäáìå ðáñáðÜíù.

ÏÏ  óóýýííääååóóììïïòò  ««ÞÞ»»  ((ääééÜÜææååõõîîçç))
Ãéá íá äçëþóïõìå üôé Ýíáò ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôïõò áñéèìïýò á êáé â åßíáé ßóïò ìå
ôï ìçäÝí, ãñÜöïõìå á = 0 Þ â = 0. ¸ôóé, Ý÷ïõìå ôçí éóïäõíáìßá:

áâ 0 á 0 Þ â 0= ⇔ = =

∈á, â �

≥2 5

> ⇔ >x 5 3x 15.

≠ã 0á â áã âã= ⇔ =

áã âã á â= ⇒ =

≠ã 0,

12

ÊåöÜëáéï 1: ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

Áí P êáé Q åßíáé äýï éó÷õñéóìïß, ôüôå ï éó÷õñéóìüò P Þ Q áëçèåýåé ìüíï óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ Ýíáò ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôïõò äýï éó÷õñéóìïýò áëçèåýåé.

Áí P êáé Q åßíáé äýï éó÷õñéóìïß ôÝôïéïé þóôå, üôáí áëçèåýåé ï P, íá áëçèåýåé êáé ï Q
êáé üôáí áëçèåýåé ï Q, íá áëçèåýåé êáé ï P, ôüôå ëÝìå üôé ï P óõíåðÜãåôáé ôïí Q êáé
áíôéóôñüöùò Þ áëëéþò üôé ï P åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí Q êáé ãñÜöïõìå .⇔P Q
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Ï éó÷õñéóìüò «P Þ Q» ëÝãåôáé äéÜæåõîç ôùí P êáé Q.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç:

ÐÐÁÁÑÑÁÁÔÔÇÇÑÑÇÇÓÓÇÇ
• Ãéá x = 2 áëçèåýïõí êáé ïé äýï åîéóþóåéò.
• Ãéá x = 0 áëçèåýåé ìüíï ç ðñþôç êáé ãéá x = –2 áëçèåýåé ìüíï ç äåýôåñç.

ÏÏ  óóýýííääååóóììooòò  ««êêááéé»»  ((óóýýææååõõîîçç))
Éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá:

êáé 
ÃåíéêÜ:

Ãéá ðáñÜäåéãìá ï éó÷õñéóìüò êáé áëçèåýåé ãéá åêåßíá ôá x
ãéá ôá ïðïßá áëçèåýïõí êáé ïé äýï åîéóþóåéò, äçëáäÞ ãéá x = 1.

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ  ÔÏÕ  ÔÕÐÏÕ  ÓÙÓÔÏ  (Ó)   ¹  ËÁÈÏÓ  (Ë)

Íá  óçìåéþóåôå  ôï  Óùóôü  (Ó)  Þ  ôï  ËáíèáóìÝíï  (Ë)  ôùí  ðáñáêÜôù  éó÷õñéóìþí:

(Ï éó÷õñéóìüò åßíáé Óùóôüò áí åßíáé áëçèÞò ãéá üëïõò ôïõò á, â, x êáé y. Äéáöï-
ñåôéêÜ åßíáé ËÜèïò.)

11..11.. . ÓÓ          ËË
11..22.. . ÓÓ          ËË
11..33.. . ÓÓ          ËË
11..44.. . ÓÓ          ËË
11..55.. . ÓÓ          ËË
11..66.. . ÓÓ          ËË
11..77.. . ÓÓ          ËË
11..88.. . ÓÓ          ËË
11..99.. . ÓÓ          ËË
11..1100.. . ÓÓ          ËË> ⇒ >2á 9 á 3

< − < − ⇒ >x 2 êáé y 3 xy 6
x 1 êáé y 1 xy 1< < ⇒ <

< ⇒ <2x 1 x 1

< ⇒ <2x 1 x 1

> ⇒ >2x 1 x 1

= ⇒ =2x 3x x 3

≠ ⇒ ≠2á á á 0

= ⇒ =2á 1 á 1

= ⇒ =2á 2 á 4

− =2x 1 0− =2x x 0

≠â 0áâ 0 á 0≠ ⇔ ≠

− − = ⇔ − = − =2 2 2 2(x 2x)(x 4) 0 x 2x 0 Þ x 4 0

13

1. Ôï ëåîéëüãéï ôçò ëïãéêÞò

Áí P êáé Q åßíáé äýï éó÷õñéóìïß, ôüôå ï éó÷õñéóìüò P êáé Q áëçèåýåé ìüíï óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ êáé ïé äýï éó÷õñéóìïß áëçèåýïõí.
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11..1111.. . ÓÓ          ËË

11..1122.. . ÓÓ          ËË
11..1133.. êáé . ÓÓ          ËË

11..1144.. . ÓÓ          ËË
11..1155.. . ÓÓ          ËË
11..1166.. . ÓÓ          ËË

11..1177.. . ÓÓ          ËË
11..1188.. . ÓÓ          ËË

11..1199.. . ÓÓ          ËË

11..2200.. . ÓÓ          ËË

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ
Ï áñéèìüò ôùí åñùôÞóåùí êáôáíüçóçò ôýðïõ Óùóôü Þ ËÜèïò ó÷åäüí óå üëåò ôéò
åíüôçôåò ôïõ ðáñüíôïò âéâëßïõ åßíáé 20, åðïìÝíùò êÜèå ìáèçôÞò ìðïñåß íá êÜíåé
áõôïáîéïëüãçóç åëÝã÷ïíôáò ôéò áðáíôÞóåéò óôï ôÝëïò ôïõ âéâëßïõ.

+ = ⇔ = =2 2á â 0 á â 0

< < ⇔ <2 20 á â á â

+ ≠ ⇔ ≠3x x 0 x 0

= ⇔ = = − =3x x x 0 Þ x 1 Þ x 1

áâ 0 á 0 êáé â 0= ⇔ = =
− − ≠ ⇔ ≠ ≠(á 2)(á 3) 0 á 2 Þ á 3

= ⇔ =2 2á â á â

− = ⇒ =x(x 3) 0 x 0− =x(x 1) 0

= ⇔ = = −2á 4 á 2 Þ á 2

< < ⇔ <20 á 1 á 1

14
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2. Óýíïëá

ÓYNOÐTIKH ÈÅÙÑÉÁ

OOññééóóììüüòò
Óýíïëï êáôÜ Cantor åßíáé êÜèå óõëëïãÞ áíôéêåéìÝíùí ðïõ ðñïÝñ÷ï-

íôáé áðü ôçí åìðåéñßá ìáò Þ ôç äéáíüçóÞ ìáò, åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíá êáé äéá-

êñßíïíôáé ôï Ýíá áðü ôï Üëëï.

ÓÓõõììââïïëëééóóììïïßß
Ôï óýíïëï óõìâïëßæåôáé ìå Ýíá áðü ôá êåöáëáßá ãñÜììáôá ôçò áëöáâÞôïõ,

äçëáäÞ Á, Â, Ã, Ä,...

Ôá óôïé÷åßá åíüò óõíüëïõ óõìâïëßæïíôáé ìå ôá ìéêñÜ ãñÜììáôá á, â, ã, ä,...

Þ ìå áñéèìïýò. Áí, ð.÷., ôï x åßíáé óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ Á, ãñÜöïõìå x �� Á

(äéáâÜæïõìå: ôï x áíÞêåé óôï Á). Áí üìùò ôï x äåí åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Á, ôüôå

ãñÜöïõìå x �� Á êáé äéáâÜæïõìå: ôï x äåí áíÞêåé óôï Á.

Ôï óýíïëï ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá óôïé÷åßï ïíïìÜæåôáé êåíü óýíïëï êáé

óõìâïëßæåôáé ìå �.

ÐÐááññÜÜóóôôááóóçç  óóõõííüüëëïïõõ
¸íá óýíïëï ðáñéóôÜíåôáé:

• Ìå áíáãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí ôïõ.

ÃñÜöïõìå üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ ìåôáîý äýï áãêßóôñùí, ð.÷.:

á) Ôï óýíïëï ôùí öùíçÝíôùí ãñÜöåôáé: Á = {á, å, ç, é, ï, õ, ù}.

â) To óýíïëï ôùí øçößùí ôïõ áñéèìïý 1031103 ãñÜöåôáé:

Â = {1, 0, 3}.

ã) To óýíïëï ôùí äõíáôþí õðïëïßðùí ôçò äéáßñåóçò åíüò ïðïéïõäÞðïôå

öõóéêïý áñéèìïý ê ìå ôï 6 ãñÜöåôáé: Ã = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

ä) To óýíïëï ôùí ðñþôùí öõóéêþí áñéèìþí ãñÜöåôáé:

Á = {2, 3, 5, 7, 11, 13,...}.

(Ðñþôïò ïíïìÜæåôáé ï öõóéêüò áñéèìüò í > 1 ðïõ Ý÷åé ùò äéáéñÝôåò ôïí

åáõôü ôïõ êáé ôï 1.)

15
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• Ìå ðåñéãñáöÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ, ð.÷.:

á) Ôï óýíïëï ôùí ãñáììÜôùí ôçò áëöáâÞôïõ ãñÜöåôáé:

A = {x�x ãñÜììá ôçò áëöáâÞôïõ}.

â) To óýíïëï ôùí áêåñáßùí ðïõ åßíáé ìåôáîý 10 êáé 101 ãñÜöåôáé: 

B = {x � ��10 < x < 101} (ìå � óõìâïëßæïíôáé ïé áêÝñáéïé).

ã) To óýíïëï Á = {1, 2, 3, 4, 6, 12} ìðïñïýìå íá ôï ãñÜøïõìå ìå ðåñé-

ãñáöÞ ùò åîÞò: Á = {x�x èåôéêüò áêÝñáéïò äéáéñÝôçò ôïõ 12}.

ººóóáá  óóýýííïïëëáá
Äýï óýíïëá Á êáé Â ëÝãïíôáé ßóá üôáí Ý÷ïõí áêñéâþò ôá ßäéá óôïé÷åßá êáé ãñÜ-

öïõìå: Á = Â, ð.÷. Á = {x�x èåôéêüò áêÝñáéïò ìéêñüôåñïò ôïõ 5}, Â = {x�x ëýóç

ôçò åîßóùóçò (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) = 0}.

Ôá óýíïëá Á, Â èá åßíáé ßóá üôáí éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá:

x � A ⇔ x � Â

ÕÕððïïóóýýííïïëëáá  óóõõííüüëëïïõõ
¸íá óýíïëï Á ëÝãåôáé õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ Â üôáí êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Á

åßíáé êáé óôïé÷åßï ôïõ Â. ÃñÜöïõìå: Á � Â, äçëáäÞ, áí x � A, ôüôå x � Â.

¢ìåóá ðñïêýðôïõí ïé åîÞò éäéüôçôåò:

• Á � Á (áíôéìåôáèåôéêÞ).

• Áí Á � Â êáé Â � Ã, ôüôå Á � Ã (ìåôáâáôéêÞ). 

• Áí Á � Â êáé Â � Á, ôüôå Á = Â (áíôéóõììåôñéêÞ). 

Äå÷üìáóôå üôé ôï êåíü åßíáé õðïóýíïëï êÜèå óõíüëïõ, äçëáäÞ � � Á.

ÄÄééááããññÜÜììììááôôáá  VVeennnn
Ôá óýíïëá ôá èåùñïýìå õðïóýíïëá åíüò âáóéêïý

óõíüëïõ Ù, ðïõ ôï ëÝìå óýíïëï áíáöïñÜò êáé

óõìâïëßæåôáé ìå ôï åóùôåñéêü åíüò ïñèïãùíßïõ

(Ó÷Þìá 1).

Ôï õðïóýíïëï åíüò âáóéêïý óõíüëïõ ðáñéóôÜ-

íåôáé ìå ôï åóùôåñéêü ìéáò êëåéóôÞò êáìðýëçò ãñáììÞò Á � Ù (Ó÷Þìá 2).

ÅÜí Â � Á, ôüôå Ý÷ïõìå ôï Ó÷Þìá 3. 

Ù

Ó÷Þìá 1
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ÐÐññÜÜîîååééòò  ììåå  óóýýííïïëëáá
¸óôù Á, Â äýï õðïóýíïëá åíüò âáóéêïý óõíüëïõ Ù, ôüôå:
• ¸íùóç Á �� Â äýï óõíüëùí ëÝìå ôï óýíïëï

ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ù ðïõ áíÞêïõí êáé óôá äýï
óýíïëá, äçëáäÞ:
Á �� Â = {x�x � Á Þ x � Â}, ð.÷.: 
Áí Á = {1, 2, 3}, Â = {3, 4, 5}, ôüôå:
Á �� Â = {1, 2, 3, 4, 5}.

• ÔïìÞ Á �� Â äýï óõíüëùí ëÝìå ôï óýíïëï ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ Ù ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá êïéíÜ óôïé÷åßá
ôùí äýï óõíüëùí, äçëáäÞ:
Á �� Â = {x�x � Á êáé x � Â}, ð.÷.:
Áí Á = {1, 3, 5, 7}, Â = {2, 3, 6, 7},
ôüôå Á �� Â = {3, 7}.

• ÓõìðëÞñùìá Á�� åíüò óõíüëïõ A (Á � Ù) ëÝìå
ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá óôïé÷åßá ôïõ Ù ðïõ
äåí áíÞêïõí óôï Á, ð.÷.:
Áí Ù = {á, å, ç, é, ï, õ, ù} êáé
Á = {å, ï}, ôüôå Á� = {á, ç, é, õ, ù}.
Åßíáé: Ù�= �,  ��= Ù, Á �� Á� = � êáé Á �� Á� = Ù, (Á�)� = Á.

• ÄéáöïñÜ Á – Â äýï óõíüëùí ëÝìå ôï óýíïëï ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ Ù ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá óôïé÷åßá ôïõ Á
ðïõ äåí áíÞêïõí óôï Â, äçëáäÞ:
Á – Â = {x�x � Á êáé x � Â}, ð.÷.
Áí Á = {1, 2, 3, 5, 7}, Â = {2, 3, 4}, ôüôå:
Á – Â = {1, 5, 7}
Éó÷ýïõí Á – Â = Á �� Â´ êáé Á´ – Â´ = Á´ �� Â =
= Â �� Á´ = Â – Á.

Ù

Á

ÙÁ

Â

Ó÷Þìá 2 Ó÷Þìá 3

Ù

Á´

Á

ÙÁ

Â

ÙÁ

Â

Á � Â

Á � Â
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ÉÉääééüüôôççôôååòò  ÝÝííùùóóççòò  ––  ôôïïììÞÞòò

Åðßóçò, Ý÷ïõìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

• Á �� (Â �� Ã) = (Á �� Â) �� (Á �� Ã) �åðéìåñéóôéêÞ ôçò ôïìÞò ùò ðñïò ôçí Ýíùóç�

• Á �� (Â �� Ã )= (Á �� Â) �� (Á �� Ã ) �åðéìåñéóôéêÞ ôçò Ýíùóçò ùò ðñïò ôçí ôïìÞ�

Áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò Á �� (Â �� Ã ) = (Á �� Â)��(Á �� Ã )

¸óôù x � A � (Â � Ã ) ⇔ �x � A êáé x �(Â � Ã )� ⇔

�x � A êáé (x � Â Þ x � Ã )� ⇔ �x � A êáé x � Â) Þ (x � Á êáé x � Ã )� ⇔

x � (Á � Â) Þ x � (Á � Ã ) ⇔ x � (Á � Â) � (Á � Ã ). ÅðïìÝíùò: 

A � (Â � Ã ) = (Á � Â) � (Á � Ã ).

ÔÔáá  óóýýííïïëëáá  ôôùùíí  ááññééèèììþþíí

• � = {0, 1, 2, 3,...} öõóéêïß áñéèìïß, �*= {1, 2, 3,...}.

• � = {0, ±1, ±2,...} áêÝñáéïé áñéèìïß, �*= {±1, ±2,  ±3,...}.

• � = { � ì � � êáé í � �*} ñçôïß áñéèìïß.

Ôï � äåí ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ìå áíáãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí ôïõ, áöïý ãéá

ðáñÜäåéãìá äåí ìðïñïýìå íá áðáíôÞóïõìå ðïéïò åßíáé ï åðüìåíïò ôïõ ñç-

ôïý áñéèìïý 3.

• �� = {x�x Üññçôïò} Üññçôïé áñéèìïß, 

ð.÷.: ��2 = 1,4142..., ��3 = 1,7321..., äçëáäÞ óôç

äåêáäéêÞ ôïõò ìïñöÞ åßíáé ìç ðåñéïäéêïß, Üñá

äåí åßíáé ñçôïß.

• � = � � �� ðñáãìáôéêïß áñéèìïß.

Ðñïöáíþò éó÷ýåé:  � � � � � � �.

ì
í

18

ÊåöÜëáéï 1: ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

¸̧ííùùóóçç ÔÔïïììÞÞ

A � A = A A � A = A

A � B = B � A A � B = B � A

(A � B) � Ã = Á � (B � Ã) (A � B) � Ã = Á � (B � Ã)

A � Á � Â A � B � Á

�

��

���
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ÐÐÁÁÑÑÁÁÔÔÇÇÑÑÇÇÓÓÇÇ
Ï éó÷õñéóìüò üôé ñçôüò åßíáé ï áñéèìüò ðïõ ãñÜöåôáé
óå ìïñöÞ êëÜóìáôïò åßíáé ëáíèáóìÝíïò, áöïý ãéá

ðáñÜäåéãìá ï áñéèìüò äåí åßíáé ñçôüò.

Ôï óùóôü åßíáé üôé ñçôüò åßíáé ï áñéèìüò ðïõ ãñÜöåôáé óå ìïñöÞ êëÜóìáôïò ìå
áêÝñáéïõò üñïõò êáé ðáñïíïìáóôÞ äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò.

ËÕÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

22..11.. Íá âñåßôå ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ 

Ëýóç
Åßíáé öáíåñü üôé ôÝôïéá óôïé÷åßá äåí õðÜñ÷ïõí, áöïý ç åîßóùóç åßíáé
áäýíáôç óôï Üñá Þ { }.

22..22.. Äßíïíôáé ôá óýíïëá Á = {1, 2, 3} êáé Íá

åîåôÜóåôå áí .

Ëýóç
Ïé ëýóåéò ôçò åîßóùóçò åßíáé ïé áñéèìïß 1 êáé 3, Üñá Â = {1, 3},

åðïìÝíùò .

22..33.. Á. Íá ãñáöïýí ìå áíáãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí ôïõò ôá óýíïëá:

á) Á = {x �� �� ��2x3 + 5x = 0} 

â) Â = {x �� ���� –1 < x �� 2}

ã) Ã = {x �� ����–5 < 3x + 2 < 5}

ä) Ä = {(x, y)��x �� �� , y �� ��*, êáé 2x + y = 3}

Â. Íá ãñáöïýí ìå ðåñéãñáöÞ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò ôïõò éäéüôçôáò ôá

óýíïëá:

á) A= {–3, –2, –1, 0, 1, 2} â) Â = {1, 2, 4, 8}

ã) Ä = {3, 6, 9, 12, 15}

B A⊆

(x 1)(x 3) 0− − =

⊆B A

= ∈ − − =�B {x (x 1)(x 3) 0}.|

A = ∅,�

2x 4= −

= ∈ = −� 2Á {x x 4}.|

2
3

19
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�
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�
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Ëýóç
Á. ¸÷ïõìå:

á) Á = {0}, ãéáôß 2x3 + 5x = 0 ⇔ x(x2 + 5) = 0 ⇔

x = 0 Þ 2x2 + 5 = 0, ðïõ åßíáé áäýíáôç óôï �.

â) Â = {0, 1, 2}.

ã) Ã= {–2, –1, 0}, ãéáôß –5 < 3x + 2 < 5 ⇔ –7 < 3x < 3 ⇔

– < x < 1  êáé x áêÝñáéïò.

ä) Ä = {(0, 3), (1, 1)}.

Â. á) Á = {x � ��–3 � x � 2}.

â) B = {x � ��x äéáéñÝôçò ôïõ 8}.

ã) Ä = {x � �*�x ðïëëáðëÜóéï ôïõ 3, ìéêñüôåñï ôïõ 16}.

22..44.. Äßíïíôáé ôá óýíïëá: Á = {x �� �� ��2 �� x �� 5}, Â = {x �� ����– 4 < 2x – 7 < 4}.
Ná åîåôáóôåß áí åßíáé ßóá.

Ëýóç
¸÷ïõìå Á = {2, 3, 4, 5}.

Åßíáé –4 < 2x – 7 < 4 ⇔ 3 < 2x < 11 ⇔ < x < êáé x � �. 

¢ñá Â = {2, 3, 4, 5}, ïðüôå Á = Â.

22..55.. Íá ãñáöïýí üëá ôá õðïóýíïëá ôïõ óõíüëïõ Á = {1, 2, 3}.

Ëýóç
Ôá õðïóýíïëá ôïõ Á åßíáé:

Á1 = {1}, Á2 = {2}, Á3 = {3}, Á4 = {1,2}, Á5 = {1, 3}, Á6 = {2, 3}, 

Á7 = Á êáé Á8 = �.

22..66.. ¸óôù ôï óýíïëï Á= {1, 3, 5}. Íá åîåôáóôåß ðïéïé áðü ôïõò ðáñáêÜôù éó÷õ-
ñéóìïýò åßíáé Óùóôïß (Ó) Þ ËÜèïò (Ë).  Íá ãßíåé áéôéïëüãçóç.

á) {3} �� A â) {1} �� A ã) {1, 3} �� A

ä) 5 �� A å) {��, 3, 5} �� A óô) �� �� A

Ëýóç
á) Óùóôü, äéüôé ôï ìïíïóýíïëï {3} ðåñéÝ÷åôáé óôï Á.

â) Óùóôü, üðùò ôï (á).

11
2

3
2

7
3

20

ÊåöÜëáéï 1: ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

01a.qxp  23/1/2019  9:59   Page 20



ã) ËÜèïò, äéüôé ôï {1, 3} äåí åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Á, áëëÜ õðïóýíïëü ôïõ.

ä) ËÜèïò, äéüôé ôï 5 � A.

å) ËÜèïò, äéüôé ôï � � A.

óô) Óùóôü, äéüôé ôï � åßíáé õðïóýíïëï êÜèå óõíüëïõ.

22..77.. Äßíåôáé ôï óýíïëï Ù = {1, 2, 3, 4, 5, 6} êáé ôá õðïóýíïëÜ ôïõ 
Á = {1, 3, 5, 7} êáé Â = {2, 3, 5, 6}. Íá ðáñáóôÞóåôå óôï ßäéï äéÜãñáììá
Venn ìå âáóéêü óýíïëï ôï Ù ôá óýíïëá Á êáé Â. Óôç óõíÝ÷åéá íá

ðñïóäéïñßóåôå ôá óýíïëá êáé Á – Â.

Ëýóç
¸÷ïõìå ôï äéðëáíü äéÜãñáììá Venn, ïðüôå åßíáé:

22..88.. Ù = {1, 2, 3, 4, 5}, Á = {3, 4}, Â = {2, 4, 5}.

Íá âñåèïýí ôá óýíïëá Á��, Â��, (Á �� Â)��, (Á �� Â)��, Á – Â, ����, Á �� Â�� êáé Ù��.  

Ëýóç
Åßíáé Á � Ù êáé Â � Ù.

Á� = {1, 2, 5}, Â� = {1, 3},

Á � Â = {4}, (Á � Â)� = {1, 2, 3, 5},

Á � Â = {2, 3, 4, 5}, (Á � Â)� = {1}, Á – Â = {3},

�� = Ù, Á � Â� = {3},  Ù� = �.

22..99.. Óôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá Venn íá âñåèåß ôï óýíïëï ðïõ ðáñéóôÜ-
íåé ôï ãñáììïóêéáóìÝíï ôìÞìá.   

A {2, 4, 6}, B {1, 4, 7} êáé Á Â {1, 7}.′ ′= = − =

A B {3, 5}, A B {1, 2, 3, 5, 6, 7},∩ = ∪ =

′ ′A B, A B, A , B�� 		

21
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â) ã)

ä) å) óô)

Ù
B

á)

Ã

ÙA
B

ÙA
B

Ù
A B

A

Ù
A B

Ù

Á

Â

Á Â
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Ëýóç
á) (Á � Â) � Ã â) Â � Á� = Â – Á ã) (Á � Â)�

ä) (Á� � Â) � (Â� � Á) å) (Á � Â)� óô) (Â� � Á)

22..1100.. Íá áðïäåé÷èïýí ïé éóüôçôåò:

á) Á �� (Á �� Â) = Á êáé Á ��  (Á �� Â) = Á

â) (Á �� Â)�� = Á�� �� Â�� êáé (Á �� Â)�� = Á�� �� Â��  (ôýðïé De Morgan)

ã) (Á �� Â��) �� Â = ��

ä) (Á �� Â) �� (Á �� Â��) = Á (ìå äéÜãñáììá Venn)

Ëýóç
á) ¸÷ïõìå Á � (Á � Â) = (Á � Á) � (Á � Â) = Á � (Á � Â) = Á, ãéáôß

Á � Â � Á. Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç éóüôçôá Á � (Á � Â) = Á.

â) ¸óôù x � (Á � Â)� ⇔ x � (Á � Â) ⇔ (x � Á) Þ (x � Â) ⇔

(x � Á�) Þ (x � Â�) ⇔ x � (Á� � Â�), Üñá (Á � Â)� = Á� � Â�.

Ïìïßùò êáé (Á � Â)� = Á� � Â�.

ã) ¸÷ïõìå (Á � Â�) � Â = Á � (Â� � Â) = Á � � = � (äéüôé Â� � Â = �).

ä) Ôï äéÜãñáììá (1) ðáñéóôÜíåé ôï

óýíïëï Á � Â� êáé ôï äéÜãñáììá (2)

ôï Á � Â. ¢ñá (Á � Â�) � (Á � Â) = Á.

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ  ÔÏÕ  ÔÕÐÏÕ  ÓÙÓÔÏ  (Ó)    ¹  ËÁÈÏÓ  (Ë)

Íá  óçìåéþóåôå  ôï  Óùóôü  (Ó)  Þ  ôï  ËáíèáóìÝíï  (Ë)  ôùí  ðáñáêÜôù  éó÷õñéóìþí:

22..1111.. ÓÓ          ËË

22..1122.. 1, 2 � �. ÓÓ          ËË

22..1133.. –��9 � �. ÓÓ          ËË

22..1144.. ð � �. ÓÓ          ËË

22..1155.. 0 � {0}. ÓÓ          ËË

2 .∈ �

Ù

A

A�Â� A�Â

B

(2)(1)
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22..1166.. � = {0}. ÓÓ          ËË

22..1177.. A � � = A. ÓÓ          ËË

22..1188.. Á � (A � B). ÓÓ          ËË

22..1199.. ÓÓ          ËË

22..2200.. Áí Á = {0, 3, 5} êáé Â = {5, 3}, ôüôå Á � Â. ÓÓ          ËË

22..2211.. Ç ôïìÞ ôùí óõíüëùí Á = {á, â, ã} êáé Â = {â, ä} åßíáé ôï 

óýíïëï Ã = {á, â, ã, ä}. ÓÓ          ËË

22..2222.. (A�)� = A. ÓÓ          ËË

22..2233.. (A � B) � (A � B) (Á, Â õðïóýíïëá åíüò âáóéêïý óõíüëïõ Ù). ÓÓ          ËË

22..2244.. Áí Á � Â, ôüôå Á � Â = Â (Á, Â õðïóýíïëá åíüò âáóéêïý 

óõíüëïõ Ù). ÓÓ          ËË

22..2255.. (A � �)�= Ù (Ù âáóéêü óýíïëï êáé Á � Ù). ÓÓ          ËË

22..2266.. ÓÓ          ËË

22..2277.. –3 � �. ÓÓ          ËË

22..2288.. � �. ÓÓ          ËË

22..2299.. � �. ÓÓ          ËË

22..3300.. –5 � �. ÓÓ          ËË

ÁÓÊÇÓÅÉÓ  ÃÉÁ  ËÕÓÇ

22..3311.. Íá ãñÜøåôå ìå áíáãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí ôïõò ôá óýíïëá:

á) Á = {x�x ãñÜììá ôçò ëÝîçò «èÜëáóóá»}  â) Â = {x � ��x2 – 4 = 0}
ã) Ã = {x � ��–2 < x < 2}  ä) Ä = {(x, y)��x � �, y � �* êáé x + y = 3}

22..3322.. Íá ðáñáóôÞóåôå ìå ðåñéãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí ôïõò ôá óýíïëá:

á) Á  = {0, 2, 4, 6, 8} â) Â = {–3, –2, –1, 0, 1, 2}

ã) {0, 4, 8, 12, 16, 20}

22..3333.. Íá ãñÜøåôå ôï óýíïëï ôùí øçößùí ôùí áñéèìþí:

á) 257 â) 1010 ã) 100100 ä) 0,1221

–3
5

��3
7

*0 .∉ �

5,7 .∉ �
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22..3344.. Íá åîåôÜóåôå áí åßíáé Á = �, üôáí:

á) Á = {x � ��x2 + 3x = 0} â) Á = {x � ��x2 + 1 = 0}
ã) Á = {x � ��x2 – 2 = 0}

22..3355.. Íá âñåßôå ôï óýíïëï ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

óôï óýíïëï:

á) â) ã) 

22..3366.. Óå ðïéåò áðü ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ßóá óýíïëá;

á) Á = {á, â} Â = {â, á}
â) Á = {x � ��x2 + 6x + 9 = 0} Â = {–3}
ã) Á = {1, 2} Â = {x � ��–1 ≤ x ≤ 2}

22..3377.. Óå ðïéåò áðü ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå Á � Â;

á) Á = {–2, –1, 1, 2} Â = {x � ��– 3 < x ≤ 2}

â) Á = {x � � � �x � < 0} Â = � 	
ã) A = {1, 2, 3, 4} Â = {x � ��x äéáéñÝôçò ôïõ 4}

22..3388.. ¸óôù Á = {1, 5, 6}, Â = {1, 2, 3, 5} êáé Ã = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Íá âñåßôå ôá óýíïëá Á � Â, Â � Ã, (Á � Â) � Ã êáé Â – Á.

22..3399.. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå ôï äéÜãñáììá Venn ãéá
ôá õðïóýíïëá Á êáé Â åíüò âáóéêïý óõíüëïõ Ù. Íá
âñåßôå ôá óýíïëá:

á) Ù      â) Á      ã) Â      ä) å) 

22..4400.. Áí Ù = {1, 2, 3, ..., 10}, Á = {1, 3, 5}, Â = {2, 4, 6, 8} êáé Ã = {2, 5, 10}, íá
âñåßôå ôá óýíïëá Á � Â, Á � Â êáé  (Á � Â)�, Ù�, Á� � Â, Á� � Â�.

Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôá óýíïëá (Á � Â)� êáé Á� � Â�;

22..4411.. Áí Á � Â, íá áðïäåßîåôå ìå äéÜãñáììá Venn üôé Á � Â = Á êáé A � Â  = Â.  

Á Â′∩Á Â′ ∪

1
2

Ù = �Ù = �Ù = �

( ) 22
(x 1) x x 3 (x 3) 0

3

⎛ ⎞⎟⎜+ − − + =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

24
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22..4422.. Äßíïíôáé ôá óýíïëá:

Ù = �– , 0, , 1, 2, 3, 4	, Á = {x � ��(4x2 – 1)(x – 3) = 0�},

Â = {x � ��x õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ê : 4, üðïõ ê áêÝñáéïò}. Íá âñåßôå

ôá óýíïëá: 

á) Á êáé Â     â) (Á � Â)� êáé Á � Â�

22..4433.. Íá âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ x � �, þóôå ôá óýíïëá  Á = {2, 4} êáé

Â = {x + 1, 5 – x} íá åßíáé ßóá.

1
2

1
2

25
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1. ÐñÜîåéò óôïõò ðñáãìáôéêïýò
áñéèìïýò – Áíáëïãßåò

ÓYNOÐTIKH ÈÅÙÑÉÁ

TToo  óóýýííïïëëïï  ��

Ôï óýíïëï � ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí áðïôåëåßôáé áðü ôï óýíïëï ôùí

ñçôþí êáé ôùí Üññçôùí áñéèìþí. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ðáñéóôÜíïíôáé ìå

ôá óçìåßá åíüò Üîïíá, ôïõ Üîïíá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

Ñçôïß åßíáé ôá êëÜóìáôá ìå áñéèìçôÞ áêÝñáéï êáé ðáñïíïìáóôÞ áêÝñáéï

äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò, ïé äåêáäéêïß êáé ïé äåêáäéêïß ìå Üðåéñá äåêáäéêÜ

óôïé÷åßá ðïõ Ý÷ïõí ðåñéïäéêüôçôá.

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ

Áí ïðüôå , äçëáäÞ åßíáé ñçôüò.

ÐáñÜäåéãìá: , , 1,4, �2,67, 3,222..., 45,6 ��52.

¢ññçôïé åßíáé ïé áñéèìïß ðïõ äå ãñÜöïíôáé ìå ìïñöÞ ñçôïý.

ÐáñÜäåéãìá:

Oé âáóéêÝò ðñÜîåéò óôï � åßíáé ç ðñüóèåóç (+) êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò (�). 

32, 11, ð, ...

�9
4

2
3

5
9x 5 x

9
= ⇒ =x 0,555... 0,5 10x 5,555...= = ⇒ =

29

ÉÉääééüüôôççôôååòò

IIääééüüôôççôôáá
ÐÐññÜÜîîçç ÐÐññüüóóèèååóóçç ÐÐïïëëëëááððëëááóóééááóóììüüòò

áíôéìåôáèåôéêÞ á + â = â + á áâ = âá

ðñïóåôáéñéóôéêÞ á + (â + ã) = (á + â) + ã á(âã) = (áâ)ã

åðéìåñéóôéêÞ á(â + ã) = áâ + áã

ïõäÝôåñï óôïé÷åßï á + 0 = á á � 1 = á

óõììåôñéêü

óôïé÷åßï

á + (– á) = 0

(áíôßèåôïò)
(áíôßóôñïöïò)

1
á 1, á 0

á
⋅ = ≠
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• Áöáßñåóç

Åßíáé ç áíôßèåôç ðñÜîç ôçò ðñüóèåóçò, áöïý á – â = á + (–â).

• Äéáßñåóç

Åßíáé ç áíôßóôñïöç ðñÜîç ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý, áöïý á: â = á ��  (â ≠ 0).

¢¢ëëëëååòò  ééääééüüôôççôôååòò
á) Áí á = â êáé ã = ä, ôüôå á + ã = â + ä.

â) Aí á = â êáé ã = ä, ôüôå áã = âä.

ã) Áí á = â ⇔ á + ã = â + ã.

ä) Aí ã ≠ 0, ôüôå á = â ⇔ áã = âã.

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ

Ãéá íá åöáñìüóïõìå ôçí éäéüôçôá ôçò äéáãñáöÞò, èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé 

ã ≠ 0, ãéáôß, áí åß÷áìå 3 � 0 = 5 � 0, ôüôå 3 = 5, ðïõ åßíáé áäýíáôï.

å) á � 0 = 0.

óô) áâ = 0 ⇔ á = 0   Þ   â = 0.

ÐáñÜäåéãìá: (2x � 3)(x � 1) = 0 ⇔ 2x � 3 = 0  Þ   x � 1 = 0 ⇔
x = Þ  x = 1.

æ) áâ ≠ 0 ⇔ á ≠ 0  êáé â ≠ 0.

ÐáñÜäåéãìá: (3x � 1)(x + 2) ≠ 0 ⇔ x ≠ êáé x ≠ �2.

ÐÐÑÑÏÏÓÓÏÏ××ÇÇ

Ôï óýìâïëï ôçò éóïäõíáìßáò «⇔» ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï üôáí Ý÷ïõìå

óýíäåóç äýï éó÷õñéóìþí êáé ï äåýôåñïò åßíáé óõìðÝñáóìá ôïõ ðñþôïõ êáé

áíôßóôñïöá.

ÐáñÜäåéãìá: x + 2 = 3 ⇔ x = 1.

ç) Káíüíáò ðñïóÞìùí

• (�1)á = –á • (–á)â = –áâ • (–á)(–â) = áâ

è) Káíüíáò áðáëïéöÞò ðáñåíèÝóåùí

•–(á + â) = –á – â • � � , á ≠ 0 êáé â ≠ 0

é) ÐñÜîåéò ìå êëáóìáôéêÝò ðáñáóôÜóåéò

Áí  âãä ≠ 0, ôüôå Ý÷ïõìå:

1
â

1
á

1
áâ

1
3

3
2

1
â

30
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• � � • � �

• � � • : � � �

éá) Áíáëïãßá åßíáé ç éóüôçôá äýï ëüãùí, äçëáäÞ � . Ïé áñéèìïß á, ä 

ëÝãïíôáé Üêñïé, åíþ ïé â, ã ëÝãïíôáé ìÝóïé. Áí ã � â, ôüôå � 

êáé ï â ïíïìÜæåôáé ìÝóïò áíÜëïãïò ôùí á, ä.

éâ) Iäéüôçôåò áíáëïãéþí

Áí  á, â, ã, ä ≠ 0, ôüôå Ý÷ïõìå:

• � ⇔ áä � âã • � ⇔ �

• � ⇔ � • � ⇔ �

• � ⇔ �

• � � (åðéðëÝïí â + ä ≠ 0) êáé ãåíéêÜ:

• � � ... � �

ÓõíÞèùò, üôáí ìáò äßíåôáé áíáëïãßá, ð.÷. � , èÝôïõìå ôïí êïéíü ëüãï 

ßóï ìå ë, äçëáäÞ � � ë, ïðüôå á � âë  êáé  ã � äë.
ã
ä

á
â

ã
ä

á
â

MEÈÏÄÏËÏÃÉÁ

á1 + á2 +...+ áê  

â1 + â2 +...+ âê  

áê

âê

á2

â2

á1

â1

á + ã
â + ä

ã
ä

á
â

ã � ä
ä

á � â
â

ã
ä

á
â

ã
á

ä
â

ã
ä

á
â

ä
ã

â
á

ã
ä

á
â

â
ä

á
ã

ã
ä

á
â

ã
ä

á
â

â
ä

á
â

ã
ä

á
â

áä
âã

ä
ã

á
â

ã
ä

á
â

áä � âã
âä

ã
ä

á
â

áã
âä

ã
ä

á
â

á � â
ã

â
ã

á
ã
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ÐáñÜäåéãìá

Áí � , ôüôå � (â ≠ 0, ä ≠ 0, êá – ëâ ≠ 0 êáé êã – ëä ≠ 0).

Ëýóç

ÈÝôïõìå � � ì,  ïðüôå á � âì êáé ã � äì, åðïìÝíùò ôï 1ï ìÝëïò ãßíåôáé:

� � � (1).

Ôï 2ï ìÝëïò ãßíåôáé: � � � (2).

Áðü ôéò (1), (2) ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ

Áí ïé áñéèìïß á, â, ã ìå ôç óåéñÜ ðïõ äßíïíôáé åßíáé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé, ôüôå
ãñÜöïíôáé:

â = á + 1, ã = á + 2 Þ â – á = ã – â = 1

ËÕÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

11..11.. ¸óôù á, â ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, þóôå íá éó÷ýåé 

á) Íá áðïäåßîåôå üôé á = –3â.

â) Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò 

Ëýóç

á) ¸÷ïõìå 

2á 3â 3á 6â á 3â.+ = + ⇔ = −

2á 3â
3 2á 3â 3(á 2â)

á 2â
+

= ⇔ + = + ⇔
+

+ +
=

2 23á 6â áâ
Á .

áâ

+
=

+
2á 3â

3.
á 2â

Ïé ðåñéôôïß áêÝñáéïé

(..., �3, �1, 1, 3, 5,...) óõìâïëßæïíôáé ìå

2ê + 1, üðïõ ê áêÝñáéïò.

Ïé Üñôéïé áêÝñáéïé

(..., �2, 0, 2, 4,...) óõìâïëßæïíôáé ìå

2ê, üðïõ ê áêÝñáéïò.

ÐÐååññééôôôôïïßß¢¢ññôôééïïéé

êì + ë
êì – ë

ä(êì + ë)
ä(êì – ë)

êäì + ëä
êäì – ëä

êã + ëä
êã – ëä

êì + ë
êì – ë

â(êì + ë)
â(êì – ë)

êâì + ëâ
êâì – ëâ

êá + ëâ
êá – ëâ

ã
ä

á
â

êã + ëä
êã – ëä

êá + ëâ
êá – ëâ

ã
ä

á
â
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â) Åßíáé 

11..22.. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé áñéèìïß á, â, ã, ä.

Íá áðïäåé÷èåß üôé ï áñéèìüò åßíáé áêÝñáéïò.

Ëýóç

ÅðåéäÞ ïé á, â, ã, ä åßíáé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé, èá åßíáé:

â = á + 1,  ã = á + 2,  ä = á + 3. ¸ôóé, èá Ý÷ïõìå:

= = � 2, 

ðïõ åßíáé áêÝñáéïò.

11..33.. Íá åîåôáóôåß ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ x ïñßæåôáé ç ðáñÜóôáóç:

Á = 1 – . Óôç óõíÝ÷åéá íá áðëïðïéçèåß.

Ëýóç

Ç ðáñÜóôáóç ïñßæåôáé ìüíï üôáí ïé ðáñïíïìáóôÝò åßíáé äéÜöïñïé ôïõ ìçäåíüò,

äçëáäÞ üôáí:

(x � 2 ≠ 0 êáé 1 – ≠ 0) ⇔ (x ≠ 2 êáé 1 ≠ ) ⇔

(x ≠ 2  êáé x � 2 ≠ 1) ⇔ (x ≠ 2  êáé x ≠ 3). ¸÷ïõìå:

1
x – 2

1
x – 2

Añêåß íá åîáóöáëßóïõìå üôé ïé ðáñïíïìáóôÝò äå ìçäåíßæïíôáé.

1

1 
1 – �

x – 2

2(3á + 8)
3á + 8

5á + á + 3 + 13
5(á + 2) – 2(á + 1)

5á + ä + 13
5ã – 2â

Añêåß ôï êëÜóìá íá ìåôáó÷çìáôéóèåß óå Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü Þ óå Üèñïéóìá áêÝ-
ñáéùí áñéèìþí. 

5á �� ä �� 13
5ã – 2â

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 9â 6â 3â 27â 6â 3â 30â
10.

3â 3â 3â

⋅ + − + −
= = = = −

− − −

2 2 2 2(á 3â)3á 6â áâ 3 ( 3â) 6â ( 3â)â
Á

áâ ( 3â)â

=−+ + ⋅ − + + −
= === =

−
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Á = 1 – = 1 – = 1 – = – =

= = = .

11..44.. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðáñÜóôáóç  Á = .

Ëýóç

11..55.. Íá ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

á) 3��2(1 – 5x) + 2(3 – x)�� – 7 ��–1 + 2(2 – 5x)��
â) 6(1 – x) – y ��–x – (2 – 3x) + 2��

Ëýóç

á) ¸÷ïõìå 3�2(1 – 5x) + 2(3 – x)� – 7 �–1 + 2(2 – 5x)� =
= 3(2 – 10x + 6 – 2x) – 7(–1 + 4 – 10x) =

= 3(8 – 12x) – 7(3 – 10x) � 24 – 36x – 21 + 70x =

= 34x + 3.

Añêåß íá åêôåëÝóïõìå ôéò åðéìåñéóôéêÝò êáé ôéò áíáãùãÝò üìïéùí üñùí.

3
3 3 3 3 3 1201Á .

3 3 3 3 13 160 39 121 1214 4 4 4
3 12 40 40 40 1404 4

13 13 13
4

= = = = = = =
⋅ −

− − − −
− −

3

34 � ��
4 � 3

��
4 �  

3
�
4

–1
x – 3

x – 3 – x + 2
x – 3

(x – 3) – (x – 2)
x – 3

x – 2
x – 3

1
1

1
x – 3
x – 2

1
x – 2 – 1

x – 2

1

1– 1
�
x – 2
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â) 6(1 – x) – y �– x – (2 – 3x) + 2� = 6 – 6x – y(– x – 2 + 3x + 2)=

= 6 – 6x – y � 2x = 6 – 6x – 2xy.

11..66.. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

Á �� á(á �� 2) �� â(â �� 2) �� 2áâ,  áí á �� â �� 2

Ëýóç

1ïò ôñüðïò

Éó÷ýåé: Á � á2 � 2á � â2 � 2â � 2áâ �(á � â)2 � 2(á � â) � 22 � 2 � 2 � 8,

äéüôé á2 � 2áâ � â2 � (á � â)2.

2ïò ôñüðïò

ÅðåéäÞ á � â � 2, ðñïêýðôåé üôé á � 2 � â, ïðüôå èÝôïõìå óôçí ðáñÜóôáóç Á

üðïõ á ôï 2 � â êáé åêôåëïýìå ôéò ðñÜîåéò.

11..77.. Íá âñåèïýí ïé áñéèìïß x, y, ù, áí éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò �� �� êáé

3x �� 2y �� 7ù �� 350.

Ëýóç

ÈÝôïõìå � � � ë, ïðüôå x � 2ë,  y � 3ë êáé ù � 5ë, Üñá ç éóüôçôá

3x � 2y � 7ù � 350 ãßíåôáé:

3 � 2ë – 2 � 3ë + 7 � 5ë � 350 ⇔ 6ë – 6ë + 35ë � 350 ⇔ ë � ⇔ ë�10.

ÅðïìÝíùò x � 20, y � 30  êáé ù � 50.

11..88.. Áí á, â, ã åßíáé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) á �� 3â �� 4ã �� �� 5 â) 3áã �� 2âã �� 5áâ + 3 �� ðïëëáðëÜóéï ôïõ 7

ã) áâ �� 3ã �� á2 Üñôéïò, áëëÜ ü÷é ðïëëáðëÜóéï ôïõ 4

350
35

ù
5

y
3

x
2

Añêåß íá åêöñÜóïõìå üëïõò ôïõò áñéèìïýò ìå ôç âïÞèåéá ìéáò ìüíï
ìåôáâëçôÞò.

ù
5

y
3

x
2

Añêåß íá åìöáíßóïõìå óôçí ðáñÜóôáóç ôç ó÷Ýóç ðïõ äüèçêå.

35

1. ÐñÜîåéò óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò – Áíáëïãßåò

02.qxp  23/1/2019  6:02   Page 35



Ëýóç

ÅðåéäÞ á, â, ã åßíáé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé, èá éó÷ýåé:

â � á � 1 êáé ã � á � 2. ¢ñá:

á) á � 3â � 4ã � á � 3(á � 1) � 4(á � 2) � á � 3á � 3 � 4á � 8 � �5.

â) 3áã � 2âã � 5áâ � 3 � 3á(á �2) �2(á �1)(á �2) � 5á(á�1) �3 �

� 3á2 � 6á � 2(á2 � 2á � á � 2) � 5á2 � 5á � 3 �

� 3á2 � 6á � 2á2 � 4á � 2á � 4 � 5á2 � 5á � 3 �

� 7á � 7 � 7(á � 1), ðïõ åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 7.

ã) áâ � 3ã � á2 � á(á � 1) � 3(á � 2) � á2 � á2 � á � 3á � 6 � á2 � 4á � 6,

ðïõ åßíáé Üñôéïò, ãéáôß 4á � 6 � 2(2á � 3) � 2ê, üðïõ ê áêÝñáéïò.

¼ìùò ôï 4á � 6 äåí åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 4, ãéáôß, áí Þôáí

4á � 6 � 4ë ⇔ 6 � 4(ë � á) � ðïëëáðëÜóéï ôïõ 4, Üôïðï (ë áêÝñáéïò).

11..99.. Ná âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ x, þóôå íá ïñßæåôáé ç ðáñÜóôáóç:

Á �� �(x �� 1)2( �� ) �� 2� � (x �� 1).

Óôç óõíÝ÷åéá íá áðïäåßîåôå üôé ç Á äåí åîáñôÜôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ x.

Ëýóç

Tá êëÜóìáôá êáé èá Ý÷ïõí íüçìá ðñáãìáôéêïý áñéèìïý,

üôáí x � 1 ≠ 0  êáé  x � 1 ≠ 0, äçëáäÞ x ≠ 1 êáé x ≠ �1.

H ðáñÜóôáóç Á áðëïðïéåßôáé ùò åîÞò:

Á� �(x � 1)2 � � 2� � (x � 1) �

� �(x � 1)2 � � 2� � (x � 1) � ( � 2)(x � 1) �
2x � 2
x � 1

2
(x�1)(x�1)

(x � 1) � (x � 1)
(x � 1)(x � 1)

1
x � 1

1
x � 1

Añêåß ôï áðïôÝëåóìá íá ìçí ðåñéÝ÷åé ôç ìåôáâëçôÞ x.

1
x ��  1

1
x �� 1

Añêåß íá ðñïóÝîïõìå üôé ïé áñéèìïß Ý÷ïõí óõãêåêñéìÝíç ó÷Ýóç ìåôáîý ôïõò.
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� � (x � 1) � 2(x � 1) � (2x � 2) � 2(x � 1)�

� 2x � 2 � 2x � 2 � 4,  ðïõ åßíáé Ýíáò óôáèåñüò áñéèìüò.

11..1100.. Áí ï öõóéêüò áñéèìüò í åßíáé ðåñéôôüò, íá áðïäåßîåôå üôé ï áñéèìüò 

í2 �� 1 åßíáé Üñôéïò öõóéêüò.

Ëýóç

Áöïý í ðåñéôôüò, Ý÷ïõìå í � 2ë � 1,  ë öõóéêüò áñéèìüò. Ôüôå:

í2 � 1 � (2ë � 1)2 � 1 � 4ë2 � 4ë � 1 � 1 � 4ë2 � 4ë � 2 �

� 2(2ë2 � 2ë � 1) � 2ê, üðïõ ê � 2ë2 � 2ë � 1 öõóéêüò áñéèìüò.

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ  ÔÏÕ  ÔÕÐÏÕ  ÓÙÓÔÏ  (Ó)    ¹  ËÁÈÏÓ  (Ë)

Íá  óçìåéþóåôå  ôï  Óùóôü  (Ó)  Þ  ôï  ËáíèáóìÝíï  (Ë)  ôùí  ðáñáêÜôù  éó÷õñéóìþí:

11..1111.. ÊÜèå áêÝñáéïò åßíáé êáé ñçôüò. ÓÓ          ËË

11..1122.. H äåêáäéêÞ ìïñöÞ ôùí Üññçôùí áñéèìþí åßíáé ðåñéïäéêÞ. ÓÓ          ËË

11..1133.. O áñéèìüò 0 äåí Ý÷åé áíôßóôñïöï. ÓÓ          ËË

11..1144.. Ôï ãéíüìåíï äýï äéáäï÷éêþí áêåñáßùí åßíáé ðåñéôôüò áêÝñáéïò. ÓÓ          ËË

11..1155.. Ï áñéèìüò –á åßíáé áñíçôéêüò. ÓÓ          ËË

11..1166.. Aí á ≠ â êáé ã ≠ ä, ôüôå á + ã ≠ â � ä. ÓÓ          ËË

11..1177.. Éó÷ýåé � � ãéá üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò 

áñéèìïýò ðïõ Ý÷ïõí íüçìá ôá êëÜóìáôá. ÓÓ          ËË

11..1188.. Ôï Üèñïéóìá äýï áêÝñáéùí ðåñéôôþí åßíáé ðåñéôôüò áêÝñáéïò. ÓÓ          ËË

11..1199.. Áí á ðåñéôôüò áêÝñáéïò, ôüôå ï áñéèìüò á(á � 2) åßíáé Üñôéïò. ÓÓ          ËË

â
ä

á
ã

á � â
ã � ä

Añêåß ï áñéèìüò íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ 2ê, üðïõ ê öõóéêüò.

2x � 2
x � 1
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11..2200.. Ç ðáñÜóôáóç ïñßæåôáé üôáí x ≠ 0 Þ x ≠ �1. ÓÓ          ËË

ÁÓÊÇÓÅÉÓ  ÃÉÁ  ËÕÓÇ

Á´ ÏìÜäá

11..2211.. Ná ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

á) 2x � 3(x � 5y) � 2x(3 � 7y) � 14xy

â) �x(7x � 3y) � �3x � 2(1 � 2x � y)� � 3xy

11..2222.. Ná âñåèïýí ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôùí ðáñáóôÜóåùí, áí á = –1 êáé â = 9:

Á � 3(á � 2) � 2(� 2â � 1) � á

Â � 3�á(â � 2) � â(á � 1)� � 3(á � 2â)

11..2233.. Áí á � â = 2, íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

Á = á(á � 2) � â(â � 4) � 2â

11..2244.. Íá âñåßôå ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ x ïñßæïíôáé ïé ðáñáóôÜóåéò:

Á � êáé   Â �

11..2255.. Aí � , íá õðïëïãéóôïýí ïé ëüãïé:

Á � ,    B � ,     Ã �

11..2266.. Aí � � êáé  x � 2y � 3ù � 10, íá âñåèïýí ïé x, y, ù.

11..2277.. Aí � , ìå â ≠ 0 êáé 5â ≠ –7ä, íá áðïäåßîåôå üôé � .á
â

5á � 7ã

5â � 7ä
ã
ä

á
â

ù
2

y
4

x
7

x � y
x � y

x � 2
y � 3

x
x � y

2
3

x
y

12 � �x

1 3 � �
x�2

11 � �x

1 1 � �x

1
x2 � x

38

ÊåöÜëáéï 2: Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß

02.qxp  23/1/2019  6:02   Page 38



11..2288.. Äßíïíôáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß á, â, ã, ä ìå êáé , þóôå 

íá éó÷ýïõí êáé 

á) Íá áðïäåßîåôå üôé á = 3â êáé ä = 5ã.

â) Íá âñåßôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò 

(2ï ÈÝìá ÔñÜðåæáò ÈåìÜôùí)

B´ ÏìÜäá

11..2299.. Íá âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ á, þóôå ôï êëÜóìá , üðïõ á áêÝñáéïò,

íá åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò.

11..3300.. Áí á, â, ã äéáäï÷éêïß ðåñéôôïß áñéèìïß, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) á � 3â � 4ã � � 10 â)  âã � 3áã � 10áâ � ðïëëáðëÜóéï ôïõ 4

11..3311.. ¸óôù á Üñôéïò áêÝñáéïò êáé â ðåñéôôüò áêÝñáéïò. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) á � â  ðåñéôôüò â)  áâ  Üñôéïò

11..3322.. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôï ãéíüìåíï äýï äéáäï÷éêþí áêåñáßùí åßíáé Üñôéïò.

â) Ôï êëÜóìá , üðïõ ê áêÝñáéïò áñéèìüò, ðáñéóôÜíåé áêÝñáéï

áñéèìü.

11..3333.. Áí éó÷ýåé � � , íá áðïäåßîåôå üôé: 

(x2 � y2 � ù2)(á2 � â2 � ã2) � (áx � ây � ãù)2,  üðïõ  xyù ≠ 0

11..3344.. Áí , íá áðïäåßîåôå üôé á = â = ã.
á â ã

(á, â, ã 0)
â ã á

= = ≠

ã
ù

â
y

á
x

ê2 � ê � 2
2

á � 3
á � 2

áã âã
Ð .

âä âã
+

=
−

ã 1
.

ä ã 4
=

−
á â

4
â
+

=

ä ã≠â 0≠
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4040

2. ÄõíÜìåéò – Ôáõôüôçôåò – 
Ðáñáãïíôïðïßçóç – 

ÌÝèïäïé áðüäåéîçò ðñïôÜóåùí

ÓYNOÐTIKH ÈÅÙÑÉÁ

ÄÄõõííÜÜììååééòò

ÓÓ××ÏÏËËÉÉÏÏ

¸óôù , ìå 

Áí á � â, ôüôå áê � âê.

¼ìùò, áí áê � âê, ôüôå � á � â, üôáí ê ðåñéôôüò áêÝñáéïò
.

á � � â, üôáí ê Üñôéïò áêÝñáéïò

Ãéá ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå:

• á � â ⇔ á3 � â3. 

• Áí á � â, ôüôå á2 � â2.

¼ìùò, áí á2 � â2,  äå óçìáßíåé áðáñáßôçôá üôé á � â, áöïý (�5)2 � 52, åíþ �5 ≠ 5.

ÐÐÁÁÑÑÁÁÔÔÇÇÑÑÇÇÓÓÇÇ

Åßíáé (–á)í = áí, üôáí í Üñôéïò, Üñá (–1)8 = 1 êáé (–á)í = –áí, üôáí í ðåñéôôüò,

ïðüôå (–1)7 = –1.

á, â 0.≠á, â ∈ �

O ñ é ó ì ï ß Éäéüôçôåò  äõíÜìåùí

• áí � � áá ... á, í ≥ 2
í ðáñÜãïíôåò

á, í � 1    (üðïõ í � �*)

• á0 � 1, (á ≠ 0)

• á–í � , (á ≠ 0)

¢ñá 
ê êá â

, (á, â 0)
â á

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ = ≠⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1
áí

� ¸óôù , ôüôå Ý÷ïõìå:

• áêáë � áê+ë  

• � áê–ë, (á ≠ 0)

• áêâê � (áâ)ê

• � ( )
ê
,   (â ≠ 0)

• (áê)ë � áêë

á
â

áê

âê

áê

áë

ê, ë ∈ �
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ÔÔááõõôôüüôôççôôååòò
Ôáõôüôçôá åßíáé êÜèå éóüôçôá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìåôáâëçôÝò (ãñÜììáôá) êáé áëç-

èåýåé ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí (ãñáììÜôùí) ôçò.

ÂÂááóóééêêÝÝòò  ôôááõõôôüüôôççôôååòò
Áí á, â, ã, x ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, ôüôå éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù ôáõôüôçôåò:

1. (á � â)2 � á2 � 2áâ � â2

2. (á � â)2  � á2 � 2áâ � â2

3. (á � â)(á � â) � á2 � â2

4. (á � â)3 � á3 � 3á2â � 3áâ2 � â3

5. (á � â)3  � á3 � 3á2â � 3áâ2 � â3

6. á3 � â3 � (á � â)(á2 � áâ � â2)

7. á3 � â3 � (á � â)(á2 � áâ � â2)

8. x2 � (á � â)x � áâ � (x � á)(x � â) (ôáõôüôçôá Íewton)

9. (á � â � ã)2 � á2 � â2 � ã2 � 2áâ � 2áã � 2âã 

10. á2 � â2 � (á � â)2 � 2áâ

11. á3 � â3 � (á � â)3 � 3áâ(á � â)

12. á3 � â3 � ã3 � 3áâã �     . (á � â � ã)�(á � â)2 � (â � ã)2 � (ã � á)2�

(ôáõôüôçôá Euler)

13. á2 � â2 � ã2 � áâ � âã � ãá � . �(á � â)2 � (â � ã)2 � (ã � á)2�

14. (á2 � â2)(x2 � y2) � (áx � ây)2 � (áy � âx)2 (ôáõôüôçôá Lagrange)

15. áí � âí  � (á � â)(áí–1 � áí–2â � ... � áâí–2 � âí–1), í èåôéêüò áêÝñáéïò

16. áí � âí  � (á � â)(áí–1– áí–2â � ... � âí–1), í ðåñéôôüò öõóéêüò

17. á4 � â4 � ã4 � 2á2â2 � 2â2ã2 � 2ã2á2 �

� (á � â � ã)(á � â � ã)(á � â � ã)(á � â � ã) (ôáõôüôçôá De Moivre)

1
2

1
2
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ÐÐááññááããïïííôôïïððïïßßççóóçç
Åßíáé ç ìåôáôñïðÞ ìéáò ðáñÜóôáóçò óå ãéíüìåíï ðáñáãüíôùí.

ÌÌÝÝèèïïääïïéé  ððááññááããïïííôôïïððïïßßççóóççòò  

á) Êïéíüò ðáñÜãïíôáò ÐáñÜäåéãìá

2x2 � 4xy � 6x3 � 2x(x � 2y � 3x2).

â) Ïìáäïðïßçóç ÐáñÜäåéãìá

áx � ây � áy � âx = (áx � áy) � (ây � âx) �

� á(x � y) � â(x � y) � (x � y)(á � â).

ã) Ôáõôüôçôåò ÐáñÜäåéãìá

á) 9x2 � 6x � 1 � (3x � 1)2.

â) (á � x)2 � 1 � (á � x � 1)(á � x � 1).

ã) 8x3 � 1 � (2x)3 – 13 = (2x – 1)(4x2 + 2x + 1).

ä) Ôñéþíõìï ÐáñÜäåéãìá

x2 � 5x � 4 � x2 � (� 4 � 1)x � (� 4)(�1) �

� (x � 4)(x � 1) (ôáõôüôçôá Íewton).

å) Ôå÷íÜóìáôá ìå ÐáñÜäåéãìá

ôïõò óõíôåëåóôÝò x3 � 5x � 4 � x3 � x � 4x � 4 �

� (x3 � x) � (� 4x � 4) � x(x2 � 1) � 4(x � 1) �

� x(x � 1)(x � 1) � 4 (x � 1) �

� (x � 1)�x(x � 1) � 4� � (x � 1)(x2 � x � 4).

MMÝÝèèïïääïïéé  ááððüüääååééîîççòò  ððññïïôôÜÜóóååùùíí
Áðüäåéîç ëÝìå ôç äéáäéêáóßá êáôÜ ôçí ïðïßá, ìå:

• ôá áîéþìáôá ôçò èåùñßáò,

• ôïõò êáíüíåò ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò,

• ôá èåùñÞìáôá êáé

• ôéò ðñÜîåéò,

óõìðåñáßíïõìå ôçí áëÞèåéá ìéáò ðñüôáóçò.

ÅÅõõèèååßßáá  ááððüüääååééîîçç

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí ôáõôïôÞôùí îåêéíÜìå áðü ôï Ýíá ìÝëïò (õðüèåóç) êáé ìå

äéáäï÷éêïýò óõëëïãéóìïýò êáôáëÞãïõìå óôï Üëëï ìÝëïò (óõìðÝñáóìá). Ç ìÝ-

èïäïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé åõèåßá áðüäåéîç.

4242
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ÐáñÜäåéãìá: Áí  á � â � ã = 0,  ôüôå  á3  � â3 � ã3 = 3áâã.

ÐñáãìáôéêÜ, ôï 2ï ìÝëïò ôçò ôáõôüôçôáò Euler èá ãßíåé ìçäÝí, Üñá êáé ôï 1ï ìÝëïò

ôçò. ¸ôóé, Ý÷ïõìå:

á3 � â3 � ã3 � 3áâã � 0 ⇔ á3 � â3 � ã3 � 3áâã.

ÓÓÇÇÌÌÅÅÉÉÙÙÓÓÇÇ

Éó÷ýåé á3 � â3 � ã3 � 3áâã ⇔ á � â � ã � 0   Þ á � â � ã.

� ÅÅööááññììïïããÞÞ  11

Ìå âÜóç ôçí ôáõôüôçôá Euler ìðïñåß íá ëõèåß ç åîßóùóç:

(2 � 3x)3 � (x � 3)3 � (1 � 2x)3 � 0.

Ðáñáôçñïýìå üôé:

(2 � 3x) � (x � 3) � (1 � 2x) � 0, ïðüôå:

(2 � 3x)3 � (x � 3)3 � (1 � 2x)3 � 0 ⇔ 3(2 � 3x)(x � 3)(1 � 2x) = 0 ⇔

x � Þ  x � 3  Þ  x � .

ÁÁððááããùùããÞÞ  óóåå  ÜÜôôïïððïï
Óýìöùíá ìå áõôÞ ôç ìÝèïäï, üôáí æçôÜìå íá áðïäåßîïõìå üôé ìßá ðñüôáóç åß-

íáé áëçèÞò: 

á) ÕðïèÝôïõìå üôé áëçèåýåé ç ÜñíçóÞ ôçò.

â) Ìå äéáäï÷éêÜ âÞìáôá êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá ðïõ åßíáé ëÜèïò

(Üôïðï), óýìöùíá ìå áõôÜ ðïõ îÝñïõìå üôé áëçèåýïõí.

¢ñá ç ðáñáäï÷Þ ìáò Þôáí ëáíèáóìÝíç, ïðüôå ç ðñüôáóç éó÷ýåé.

� ÅÅööááññììïïããÞÞ  22

Áí ï á2 åßíáé ðåñéôôüò (á áêÝñáéïò), ôüôå êáé ï á åßíáé ðåñéôôüò.

Ëýóç
ÕðïèÝôïõìå üôé ï á äåí åßíáé ðåñéôôüò, Üñá èá åßíáé Üñôéïò, äçëáäÞ

á � 2ê, ê áêÝñáéïò. Ôüôå á2 � 4ê2 � 2(2ê2), ðïõ åßíáé Üñôéïò (ùò ðïëëáðëÜóéï ôïõ

2), ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ï á åßíáé ðåñéôôüò áêÝñáéïò.

� ÅÅööááññììïïããÞÞ  33

Áí ï á åßíáé Üññçôïò êáé ï ñ ñçôüò, ôüôå ï á �� êñ åßíáé Üññçôïò

(ê áêÝñáéïò).

�1
2

2
3
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Ëýóç
¸óôù á � êñ � ñ� (ñçôüò). Ôüôå á � ñ� � êñ, ðïõ åßíáé Üôïðï, äéüôé ï á åßíáé

Üññçôïò êáé ï ñ� � êñ åßíáé ñçôüò. ÅðïìÝíùò  ï á � êñ åßíáé Üññçôïò.

ËÕÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

22..11.. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí éäéïôÞôùí ôùí äõíÜìåùí íá õðïëïãéóôïýí ôá ãéíü-
ìåíá:

á) (��3)6 ��  3–6 â) 4–11 ��  1221 ��  6–22 ã) (0,5)16 ��  322 ��  (�� )–6

Ëýóç
á) Éó÷ýåé (�3)6 � 3–6 � 36 � 3–6 � 36–6 � 30� 1.

â) Åßíáé 4–11 � 1221 � 6–22 � (22)–11(22 � 3)21(2 � 3)–22 �

� 2 –22 � (22)21 � 321 � 2–22 � 3–22 � 2–22 � 242 � 2–22 � 321 � 3–22 �

� 2–22+42–22 � 321–22  � 2–2 � 3–1  � � � � � .

ã) ¸÷ïõìå (0,5)16 � 322 � (� )–6
� ( )16

� (25)2 � 26 � 2–16 � 210 � 26  � 20 � 1.

22..22.. Áí í áêÝñáéïò, íá õðïëïãßóåôå ôçí ðáñÜóôáóç:

Ëýóç
¸÷ïõìå 

• Áí í Üñôéïò, ôüôå , Üñá Á = –1.

• Áí í ðåñéôôüò, ôüôå , Üñá Á = –(–1) = 1.

ÅðïìÝíùò 
1, áí í Üñôéïò

Á .
1, áí í ðåñéôôüò

⎧−⎪⎪= ⎨⎪⎪⎩

í( 1) 1− = −

í( 1) 1− =

íí 5

í í í í í

2 ( 1) 1 3 ( 1) ( 1)

2 ( 1) 3 ( 1) ( 1) 2 ( 1) 3 ( 1) ( 1) .

⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ⋅ − + ⋅ − − = ⋅ − − ⋅ − = − −

í 2 5í 3 í 2 5í 3Á 2 ( 1) 3 ( 1) 2 ( 1) ( 1) 3 ( 1) ( 1)+ += ⋅ − + ⋅ − = ⋅ − − + ⋅ − − =

+ += ⋅ − + ⋅ −í 2 5í 3Á 2 ( 1) 3 ( 1)

1
2

1
2

1
12

1
3

1
4

1
3

1
22

1
2
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22..33.. Aí á ≠≠ 0, íá áðïäåé÷èåß üôé A �� ( )
ì+í

( )
í+ë

( )
ì+ë

�� 1, üðïõ ì,

í, ë öõóéêïß áñéèìïß.

Ëýóç

¸÷ïõìå Á � (áì–í)ì+í (áí–ë)í+ë (áë–ì)ì+ë � áì2–í2
áí2–ë2

áë2–ì2
�

� áì2–í2+í2–ë2+ë2–ì2
� á0 � 1.

22..44.. Íá áðëïðïéçèåß ç ðáñÜóôáóç Á �� ( ) , üðïõ á  ≠≠  0

êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò.

Ëýóç
¸÷ïõìå:

� � � � �( )
á
,

ïðüôå Á � �( )
á� � ( )

á �
� ( )

1 
� .  

22..55.. Áí ãéá ôïõò ìç ìçäåíéêïýò áñéèìïýò x, y éó÷ýåé xy �� 2, íá õðïëïãßóåôå
ôçí áñéèìçôéêÞ ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

Â ��

Ëýóç

Åßíáé Â� � � � � � � 1.
44

44
44

(22)4

44

28
45

4 � 28

32 � 45x5y9

4y � 28 y8 � 25 x5

32(4y)–1 (4x)5 y9

(2y)8 (2x)5

32(x2y3)–1 (x3y2)5 y9

(xy2)8 (xyx)5

3
2

3
2

1
á3

2

1
á3

2

3
2

3á

2á
3á(3 � 1)
2á(3 � 1)

3 � 3á � 3á

3 � 2á � 2á

3á 3á
9� � � 81 � �

3 34

2á
3 �2á 

� 2 � �2

9 � 3á–1 � 81 � 3á–4

3 � 2á � 2 � 2á–1

1
á9 ��  3á–1 – 81 ��  3á–4

3 ��  2á – 2 ��  2á–1

Áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôéò éäéüôçôåò ôùí äõíÜìåùí.

áë

áì
áí

áë
áì

áí
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22..66.. Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò: 

Á �� �(x–3y2)–2 (x3 y2)3� : , áí x ��  ��2–2,  y ��  (�� )–2
.

Ëýóç

¸÷ïõìå �(x–3y2)–2 (x3y2)3� : � (x6y–4 x9 y6) � �

� � � x10y10 � (xy)10.

¼ìùò x � �2–2 � � � � êáé y � (� )–2
� 4.

¢ñá xy � � � 4 � �1. ÔåëéêÜ Á � (�1)10 � 1.

22..77.. Íá áðëïðïéçèåß ôï êëÜóìá .

Ëýóç

¸÷ïõìå � � �

� � 8.

22..88.. Áí á �� x5 �� y–5 êáé â �� x5 �� y–5, íá áðïäåßîåôå üôé á2 �� â2 �� 4 � ( )5
.

Ëýóç

Åßíáé á2 � â2 � (á � â)(á � â) � (x5 � y–5 � x5 � y–5)(x5 � y–5 � x5 � y–5) �

� 2x5 � 2y–5 � 4 � � 4 � ( )5
.x

y
x5

y5

Áñêåß íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôá á, â êáé íá åêôåëÝóïõìå ôéò ðñÜîåéò.

x
y

40 � 72í–1

5 � 72í–1

(72 � 9) � 72í–1

5 � 72í–1
72í–1 � 72 � 9 � 72í–1

5 � 72í–1
72í+1 � 9 �72í–1

5 � 72í–1

Áñêåß íá åêöñÜóïõìå üëïõò ôïõò áñéèìïýò ìå ôç âïÞèåéá ìéáò äýíáìçò.

72í+1 �� 9 ��  72í–1

5 ��  72í–1

1
4

1
2

1
4

1
22

x10 y12

y2

x15y2 xy10

x6y2

xy10

x6y2

(x3y)2

(x–1y–10)–1

1
2

(x3y)2

(x–1y–10)–1

4646

ÊåöÜëáéï 2: Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß

03.qxp  23/1/2019  6:08   Page 46



22..99.. Íá õðïëïãéóôïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) (51,2)2 â)  9972 ã)  1001 ��  999

Ëýóç

Åßíáé:

á) (51,2)2 � (50 � 1,2)2 � 502 � 2 � 50 � 1,2 � 1,22 �

� 2500 � 120 � 1,44 � 2621,44.

â) 9972 �(1000 � 3)2 � 10002 � 2 � 1000 � 3 � 32 �

� 1000000 � 6000 � 9 � 994009.

ã) 1001 � 999 � (1000 � 1)(1000 � 1) �

� 10002 � 12 � 1000000 � 1 � 999999.

22..1100.. Íá áðïäåßîåôå ôçí ôáõôüôçôá áâ �� ( )
2
�� ( )

2 
.

Ëýóç

¸÷ïõìå ( )
2
� ( )

2
� � �

� � � áâ.

22..1111.. Áí 2(á2 �� â2) �� (á �� â)2, íá áðïäåßîåôå üôé á �� â.

Ëýóç
¸÷ïõìå 2(á2 � â2) � (á � â)2 ⇔ 2á2 � 2â2 � á2 � â2 � 2áâ ⇔

(á � â)2 � 0, ïðüôå á � â � 0   Þ  á � â.

4áâ
4

á2 � 2áâ � â2 � á2 � 2áâ � â2

4

á2 � 2áâ � â2

4
á2 � 2áâ � â2

4
á � â

2
á � â

2

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ôáõôüôçôá, èá ðñÝðåé íá îåêéíÞóïõìå áðü ôï 2ï ìÝëïò.

á ��  â
2

á ��  â
2

Áñêåß íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôïõò áñéèìïýò óôç ìïñöÞ ìéáò ôáõôüôçôáò.
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ÊåöÜëáéï 2: Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß

22..1122.. Áí á �� â �� ã �� 0, íá áðïäåßîåôå üôé á2 �� â2 �� ã2 �� 2(â2 ��  áã).

Ëýóç

¸÷ïõìå (á � â � ã)2 � 0 ⇔ á2 � â2 � ã2 � 2áâ � 2âã � 2áã � 0 ⇔

á2 � â2 � ã2 � � 2áâ � 2âã � 2áã ⇔

á2 � â2 � ã2 � � 2â(á � ã) � 2áã � 0,

üìùò á � ã � � â,  ïðüôå åßíáé:

á2 � â2 � ã2 � � 2â(� â) � 2áã ⇔ á2 � â2 � ã2 � 2(â2 � áã).

22..1133.. Áí á2 �� 2á �� â2 �� 2â �� 2 �� 0, íá õðïëïãéóôïýí ïé áñéèìïß á, â.

Ëýóç
¸÷ïõìå á2 � 2á � â2 � 2â � 1 � 1 � 0 ⇔ á2 � 2á � 1 � â2 � 2â � 1 � 0 ⇔

(á � 1)2 � (â � 1)2 � 0, åðïìÝíùò á � 1 � 0   êáé   â � 1 � 0, äçëáäÞ: 

á � â � 1. 

22..1144.. Íá ðáñáãïíôïðïéçèïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) 10x3y2ù �� 15x4y3ùâ2 â) 5á3 �� 4â3 �� 10áâ2 �� 2á2â

ã) 25x2 �� 10xy �� y2 ä) x2 �� 5x �� 4

å) x3 �� 8 óô) 16á4 �� 1

æ) x4 �� 4y4

Ëýóç

¸÷ïõìå:

á) 10x3y2ù � 15x4y3ùâ2 � 5x3y2ù(2 � 3xyâ2).

â) 5á3 � 4â3 � 10áâ2 � 2á2â � 5á(á2 � 2â2) � 2â(2â2 � á2) �

� (á2 � 2â2)(5á � 2â).

ã) 25x2 � 10xy � y2 � (5x)2 � 2 � 5xy � y2 � (5x � y)2.

Añêåß íá åöáñìüóïõìå ôéò ìåèüäïõò ðáñáãïíôïðïßçóçò.

Ãéá íá åìöáíßóïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí, õøþíïõìå ôçí éóüôçôá
á � â � ã � 0 óôï ôåôñÜãùíï.
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ä) x2 � 5x � 4 � x2 � x � 4x � 4 � x(x � 1) � 4(x � 1) � (x � 1)(x � 4).

å) x3 � 8 � x3 � 23 � (x � 2)(x2 � 2x � 4).

óô) 16á4 � 1 � (4á2)2 � 1 � (4á2 � 1)(4á2 � 1) � (2á � 1)(2á � 1)(4á2 � 1).

æ) x4 � 4y4 � (x2)2 � (2y2)2 � (x2)2 � (2y2)2 � 2x2 � 2y2 � 2x2 � 2y2 �

� (x2 � 2y2)2 � 4x2y2 � (x2 � 2y2)2 � (2xy)2 �

� (x2 � 2y2 � 2xy)(x2 � 2y2 � 2xy).

22..1155.. Ná ðáñáãïíôïðïéçèåß ç ðáñÜóôáóç Á = (2ô – 3á)3 ��  (2ô – 3â)3 �� (2ô – 3ã)3,
áí á, â, ã åßíáé ôá ìÞêç ðëåõñþí ôñéãþíïõ êáé 2ô ç ðåñßìåôñüò ôïõ.

Ëýóç

ÈÝôïõìå x � 2ô � 3á, y � 2ô � 3â êáé ù � 2ô � 3ã.

Ôüôå x � y � ù � 6ô � 3(á � â � ã) � 6ô � 3 � 2ô � 0,

ïðüôå ç ðáñÜóôáóç ãßíåôáé Á � x3 � y3 � ù3 � 3xyù, óýìöùíá ìå ôçí ôáõôü-

ôçôá Åuler.

¢ñá Á � 3(2ô � 3á)(2ô � 3â)(2ô � 3ã).

22..1166.. Áöïý âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ïñßæïíôáé ïé ðáñáêÜôù ðá-
ñáóôÜóåéò, óôç óõíÝ÷åéá íá áðëïðïéçèïýí.

á) â) 

ã) � ä) (x �� )2
� 

Ëýóç

á) Èá ðñÝðåé x2 � 4 ≠ 0 ⇔ (x � 2)(x � 2) ≠ 0 ⇔ x � 2 ≠ 0  êáé 

x � 2 ≠ 0,  äçëáäÞ x ≠ 2  êáé  x ≠ � 2.

Áñêåß íá ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå áñéèìçôÞ êáé ðáñoíïìáóôÞ.
Äåí îå÷íÜìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò.

x2 �� 2x
(x �� 2)3

4
x

x2 �� 1
x3 �� 1

x2 �� x �� 1
x �� 1

x3 �� 2x2 �� x
x2 �� x

x2 �� 2x �� 2âx �� 4â
x2 �� 4

Ôï Üèñïéóìá ôùí ôñéþí êýâùí ìÜò èõìßæåé ôçí ôáõôüôçôá ôïõ Euler.

4949
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Eßíáé � �

� � .

â) ÐñÝðåé x2 � x ≠ 0 ⇔ x(x � 1) ≠ 0 ⇔ x ≠ 0 êáé x ≠ 1.

Eßíáé � � � x � 1.

ã) Èá ðñÝðåé x � 1 ≠ 0 êáé x3 � 1 ≠ 0, äçëáäÞ x ≠ �1 êáé x3 ≠ 1, äçëáäÞ x ≠ �1 êáé

x ≠ 1.

¸÷ïõìå � � � � 1.

ä) ÐñÝðåé x ≠ 0 êáé x ≠ �2.

¸÷ïõìå (x � )2
� � ( )2

� �

� � � � �

� .

22..1177.. Áí á ��  â ��  ã ��  1  (1)  êáé á2 �� â2 �� ã2 �� 1 (2), íá áðïäåßîåôå üôé:

á3 �� â3 �� ã3 �� 3áâã �� 1  (3)

Ëýóç

¸÷ïõìå á3 � â3 � ã3 � 3áâã � (á � â � ã)(á2 � â2 � ã2 � áâ � âã � ãá) �

1(1 � áâ � âã � ãá) � 1 � (áâ � âã � ãá), (ôáõôüôçôá Euler).

Ãéá íá éó÷ýåé ç (3), áñêåß áâ � âã � ãá � 0.

ÐñáãìáôéêÜ, áðü ôçí (1) åßíáé:

(1)
�(2)

Ðñüêåéôáé ãéá ôáõôüôçôá ðïõ åîáñôÜôáé áðü Üëëåò óõíèÞêåò.

(x � 2)2

x

x(x � 2)
(x � 2)3

(x � 2)2(x � 2)2

x2
x(x � 2)
(x � 2)3

�(x � 2)(x � 2)�2

x2

x2 � 2x
(x � 2)3

x2 � 4
x

x2 � 2x
(x � 2)3

4
x

(x � 1)(x � 1)
(x � 1)(x2 � x � 1)

x2 � x � 1
x � 1

x2 � 1
x3 � 1

x2 � x � 1
x � 1

x(x � 1)2

x(x � 1)
x(x2 � 2x � 1)

x(x � 1)
x3 � 2x2 � x

x2 � x

x � 2â
x � 2

(x � 2)(x � 2â)
(x � 2)(x � 2)

x(x � 2) � 2â(x � 2)
(x � 2)(x � 2)

x2 � 2x � 2âx � 4â
x2 � 4
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(á � â � ã)2 � 12 ⇔ á2 � â2 � ã2 � 2(áâ � âã � ãá) � 1 

1 � 2(áâ � âã � ãá) � 1  Þ  áâ � âã � ãá � 0.

22..1188.. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) O áñéèìüò 9995 �� 1 åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 100.

â) O áñéèìüò 63 äéáéñåß ôïí 812  �� 1.

ã) O áñéèìüò x2 �� 2x �� 1 äéáéñåß ôïí x7 �� x6 �� x �� 1.

Ëýóç

á) ¸÷ïõìå 9995 � 1 � 9995 � 15 � (999 � 1)(9994 � 9993 � 9992 � 999 � 1) �

� 1000ê � 100 � 10ê,  ðïëëáðëÜóéï ôïõ 100.

â) ¸÷ïõìå 812 � 1 � (82)6 � 1 � 646 � 16 � (64 � 1)(645 � ... � 1) �

� 63ë, ðïëëáðëÜóéï ôïõ 63.

ã) ¸÷ïõìå x7 � x6 � x � 1 � x6(x � 1) � (x � 1) � (x � 1)(x6 � 1) �

� (x � 1)(x � 1)(x5 � x4 � ... � 1) � (x � 1)2(x5 � ... �1).

¢ñá ï x2  � 2x � 1 � (x � 1)2 äéáéñåß ôïí x7 � x6 � x � 1.

22..1199.. Íá áðïäåé÷èïýí ïé ôáõôüôçôåò:

á) á3 �� â3 �� (á �� â)3 �� 3áâ(á �� â)

â) (á �� â)3 �� 3(á �� â)2(á �� â) �� 3(á �� â)2(á �� â) �� (á �� â)3 �� 8á3

ã) (á �� â)3 �� (â �� ã)3 �� (ã �� á)3 �� 3(á �� â)(â �� ã)(ã �� á)

Ëýóç
á) ¸÷ïõìå (á � â)3 � á3 � 3á2â � 3áâ2 � â3 ⇔ á3 � â3 �

� (á � â)3 � 3á2â � 3áâ2 � (á � â)3� 3áâ(á � â).

â) ÈÝôïõìå á � â � x, á � â � y. Ôüôå ôï 1ï ìÝëïò ãñÜöåôáé:

x3 � 3x2y � 3xy2 � y3 � (x � y)3 �(á � â � á � â)3 �(2á)3 � 8á3.

ã) ÅðåéäÞ (á � â) � (â � ã) � (ã � á) � 0, áðü ôçí ôáõôüôçôá Euler Ý÷ïõìå 

(á � â)3�(â � ã)3�(ã � á)3 � 3(á � â)(â � ã)(ã � á).

Áñêåß íá èõìçèïýìå üôé ï áñéèìüò á èá äéáéñåß ôïí áñéèìü â, üôáí  â = áê. 

(2)
⇔
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22..2200.. Íá ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

��  ��  

Ëýóç

Åßíáé � � �

� � � 0.

22..2211.. ¸óôù x, y ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, üðïõ x, y ≠≠ 0,  ìå  x ��  y �� 8  êáé 
xy ��  10. Ná õðïëïãéóôïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) �� â)  x4 �� y4 �� x2y2 ã) ��

Ëýóç

á) Åßíáé � � � � � � .

â) x4 � y4 � x2y2 � (x2 � y2)2 � 2x2y2 � x2y2 � (x2 � y2)2 � x2y2 �

� (x2 �y2)2 � (xy)2 � �(x �y)2 � 2xy�2 � (xy)2 � (82 –  2 � 10)2 – 102 �

= 442 � 102 � 1936 � 100 � 1836.

ã) � � � � �

� � 2,72.

22..2222.. Ná ðáñáãïíôïðïéçèïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) x3 �� x2 �� 2

â) x(x �� 2) �� (y2 �� 1)

ã) xy(á2 �� â2) �� áâ(x2 �� y2)

ä) (á �� â)áâ �� (â �� ã)âã �� (ã �� á)ãá

512 – 240
100

83 – 3 � 10 � 8
102

(x+y)3– 3xy(x+y)
(xy)2

x3+y3

x2y2
y
x2

x
y2

22
5

44
10

82 – 2 �10
10

(x+y)2– 2xy
xy

x2+y2

xy
y
x

x
y

Añêåß ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò íá åìöáíéóôïýí ìüíï ïé ìïñöÝò x + y êáé xy.

y
x2

x
y2

y
x

x
y

áâ � áã � áâ � âã � áã � âã
(á � â)(á � ã)(â � ã)

á(â � ã) � â(á � ã) � ã(á � â)
(á � â)(á � ã)(â � ã)

ã
(á � ã)(â � ã)

â
(â � ã)(á � â)

á
(á � â)(á � ã)

ã
(ã �� á)(ã �� â)

â
(â �� ã)(â �� á)

á
(á �� â)(á �� ã)
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Ëýóç
á) Åßíáé x3 � x2 � 2 � x3 � x2 � 1 � 1 � (x3 � 1) � (x2 � 1) �

� (x � 1)(x2 � x � 1) � (x � 1)(x � 1) �

� (x � 1)(x2 � x � 1 � x � 1) � (x � 1)(x2 � 2x � 2).

â) ¸÷ïõìå x(x � 2) � (y2 � 1) � x2 � 2x � y2 � 1 �

� (x2 � 2x � 1) � y2 � (x � 1)2 � y2 � (x � 1 � y)(x — 1 � y).

ã) Åßíáé xyá2 � xyâ2 � áâx2 � áây2 � áx(áy � âx) � ây(âx � áy)�

� (áy � âx)(áx � ây).

ä) ¸÷ïõìå 

(á � â)áâ � â2ã � âã2 � ã2á � á2ã �

� (á � â)áâ � ã(á2 � â2) � ã2(á � â) �

� (á � â)áâ � ã(á � â)(á � â) � ã2(á � â) �

� (á � â)�áâ � ã(á � â) � ã2� � (á � â)(áâ � áã � âã � ã2) �

� (á � â)�á(â � ã) � ã (â � ã)� � (á � â)(â � ã)(á � ã).

22..2233.. Íá áðïäåßîåôå üôé (2á �� â)3 �� (2á �� â)3 = 4á(4á2 �� 3â2).

Ëýóç

¸÷ïõìå (2á � â)3 � (2á � â)3 �

� �(2á � â) � (2á � â)� �(2á � â)2 � (2á � â)(2á � â) � (2á � â)2� �
� 4á�4á2 � â2 � 4áâ � (4á2� â2) � 4á2 � â2 � 4áâ� �
� 4á(4á2 � â2 � 4á2 � â2 � 4á2 � â2) � 4á(4á2 � 3â2).

Ðáßñíïõìå ôï 1ï ìÝëïò, ôï ïðïßï ìáò èõìßæåé ôçí ôáõôüôçôá:
x3 � y3 � (x � y)(x2 � xy � y2),  ìå  x � 2á � â,   y � 2á � â.

(êñáôÜìå óõíÞèùò óôáèåñü ôïí 1o üñï):
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ  ÔÏÕ  ÔÕÐÏÕ  ÓÙÓÔÏ  (Ó)    ¹  ËÁÈÏÓ  (Ë)

Íá  óçìåéþóåôå  ôï  Óùóôü  (Ó)  Þ  ôï  ËáíèáóìÝíï  (Ë)  ôùí  ðáñáêÜôù  éó÷õñéóìþí:

22..2244.. Éó÷ýåé (–1)2 – (–1)3 + (–1)5 = –1. ÓÓ          ËË

22..2255.. ÓÓ          ËË

22..2266.. ÓÓ          ËË

22..2277.. ÓÓ          ËË

22..2288.. –42 = (–4)2. ÓÓ          ËË

22..2299.. ãéá êÜèå á ≠ 0. ÓÓ          ËË

22..3300.. (–5)3 : 5–3 = 1. ÓÓ          ËË

22..3311.. 22022 – 22021 = 2. ÓÓ          ËË

22..3322.. Áí áí = 1, á ≠ 0 êáé í Üñôéïò, ôüôå á = –1  Þ  á = 1. ÓÓ          ËË

22..3333.. á3 5
= á15. ÓÓ          ËË

22..3344.. –(–1)0 = –1. ÓÓ          ËË

22..3355.. (â – á)3 = (á – â)3. ÓÓ          ËË

22..3366.. (x + 3)3 = x3 + 33 ãéá êÜèå . ÓÓ          ËË

22..3377.. (x – y)(y + x) = x2 – y2. ÓÓ          ËË

22..3388.. x2 = y2 ⇔ x = y. ÓÓ          ËË

22..3399.. (–3á – 2â)2 = (3á + 2â)2. ÓÓ          ËË

22..4400.. Áí á Üññçôïò êáé ñ ñçôüò, ôüôå á – ñ Üññçôïò. ÓÓ          ËË

22..4411.. á2 + â2 = (á + â)2 – 2áâ. ÓÓ          ËË

22..4422.. Áí á2 = áâ, ôüôå á = â. ÓÓ          ËË

22..4433.. áâ = 0 ⇔ á = 0 êáé â = 0. ÓÓ          ËË

ÁÓÊÇÓÅÉÓ  ÃÉÁ  ËÕÓÇ

Á´ ÏìÜäá

22..4444.. Ná ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

x ∈ �

7 3

10

á á
1

á
+

=

2

1
4.

2−
− = −

6
3

3

x 1
x 1, (x 1).

x
−

= − ≠

13 13( 0,2) 5 1.− ⋅ = −
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á) 5(32 – 2) – (–1)3 � �–5 – 2(–3 + 1)� – (–2)2

â)

22..4455.. Ná õðïëïãéóôïýí ïé ðáñáóôÜóåéò ìå ôç âïÞèåéá ôùí éäéïôÞôùí ôùí äõíÜ-
ìåùí:

á) â) �(–3)24 (1,5)–25� : 88

22..4466.. Ná õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

Á = – – 2á3â + ,  üôáí  á = –2  êáé  â = 

22..4477.. Ná õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

Á = �(á–3â)2 : (á3â)–3�–1,  üôáí  á = 2  êáé  â = –1

22..4488.. Må ôç âïÞèåéá ôùí ôáõôïôÞôùí á2 – â2 = (á + â)(á – â) êáé

(á ± â)2 = á2 ± 2áâ + â2 , íá õðïëïãßóåôå ôá:

á) 102 � 98 â)  10022 ã) 992

22..4499.. Ná âñåèïýí ôá áíáðôýãìáôá:

á) (á + 2â)2 â) (á + 3â3)2 ã) (3x – 2y)(2y + 3x)

ä) å) óô) 

22..5500.. Ná âñåèïýí ôá áíáðôýãìáôá:

á) (á – 2â)3 â) (á – 2â + ã)2 ã) (á + â)4

ä) (3x + 2y)3 å) (x2 + x + 1) óô) (1 – 2x)3

22..5511.. Ná áðïäåßîåôå ôéò ôáõôüôçôåò:

á) (á + â)2 + (á – â)2 = 2(á2 + â2)

â) á(á – 3â)2 + â(â – 3á)2 – (á + â)3 = 0

22..5522.. Ná áðïäåßîåôå ôéò ôáõôüôçôåò:

á) ( )2
= á2 + ( )2á2 – 1

2
á2 + 1

2

2 23 3
á á

4 4

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
2 2(9x 1)(9x 1)− +

21
3x

2

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1
2

2â–3

á2
á2â2

2

(0, 3)7 � 3–8

10–6

–2x3ø3ù(–7)x–1ø4ù2

4x5(ø2ù)2

5555
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â) á(á – 1)(á – 2)(á – 3) + 1 = (á2 – 3á + 1)2

22..5533.. Ná áðëïðïéÞóåôå ôçí ðáñÜóôáóç (á + â)2 – (á – â)2 êáé óôç óõíÝ÷åéá

íá áðïäåßîåôå üôé ( + )2 
–  ( – )2

= 4.

22..5544.. á) Íá áðïäåßîåôå üôé (x – 1)(x + 1)(x2 + 1) = x4 – 1.

â) Ná õðïëïãßóåôå ôçí ðáñÜóôáóç Á = 99 . 101 . 10001.

22..5555.. Ná ãßíïõí ãéíüìåíá ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) 12á2â + 6á3â2 – 18á3â4 â) áâ – 4á – 3â + 12

ã) 9á2 – 25â2 ä) 8á3 – 27â3

å) x6 + y6 óô) á2 + 6áâ + 9â2

æ) x2 + x – 12 ç) x3 + x2 ≠ x

22..5566.. Ná áíáëõèïýí óå ãéíüìåíá ðáñáãüíôùí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) x4 – 16y4 â) á4 + á3 – á2 – á

ã) (á2 – â2)2 – (á – â)2 ä) x2 + 6x + 9 – ù2

å) x5 – x óô) (á2 – 9)2 – á2 – 6á – 9

22..5577.. Äßíåôáé ç ðáñÜóôáóç Á = .

á) Ná âñåèïýí ïé ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ïñßæåôáé.

â) Íá áðëïðïéçèåß.

ã) Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò Á ãéá x = 2.

22..5588.. Ná áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáêÜôù ðáñáóôÜóåéò, áöïý âñåßôå ðñþôá ôéò
ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ïñßæïíôáé:

á) â) ã) �

22..5599.. Ná ãßíïõí ïé ðñÜîåéò: – + .

22..6600.. ¸óôù ñ ñçôüò áñéèìüò êáé á Üññçôïò. Íá áðïäåßîåôå üôé ï á – ñ åßíáé Üñ-
ñçôïò.

3
á – â

2
á + â

á – 7â
á2 – â2

x2 + 2x
x2 + x – 2

x2 – 3x + 2
x2 – x

3x2 – 12
x2 + 4x + 4

x2 – 3x
36x – 12x2

(2x + 1)2 – 1
x2 – 1

1000
999

999
1000

1000
999

999
1000

5656
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22..6611.. Áí á + â + ã = 2 êáé , íá áðïäåßîåôå üôé:

á) áâ + âã + ãá = 0 â) 

22..6622.. ¸óôù , þóôå íá éó÷ýåé 

á) Íá áðïäåßîåôå üôé y = 2x.

â) Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò 

(2ï ÈÝìá ÔñÜðåæáò ÈåìÜôùí)

B´ ÏìÜäá

22..6633.. Áí ïé áñéèìïß x, y åßíáé áíôßóôñïöïé, íá âñåèåß ç áñéèìçôéêÞ ôéìÞ ôçò ðá-

ñÜóôáóçò Á = �(x2y3)–2(xy3)4� : (x3 : y–1)–3.

22..6644.. Aí í áêÝñáéïò, íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôùí ðáñáóôÜóåùí:

Á = 5 � (–1)í + 6 – 5 � (–1)í + 10

Â = 3 � (–1)í + 3 – 5 � (–1)3í + 1

22..6655.. Ná áðïäåßîåôå üôé:

á) Ï áñéèìüò 9 äéáéñåß áêñéâþò ôïí áñéèìü 42í – 7í.

â) Ôï 4 äéáéñåß ôïí áñéèìü 3ê + 1, üðïõ ê öõóéêüò áñéèìüò ê � 1.

22..6666.. Ná ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) (x – 3)3 + (1 – 2x)3 + (2 + x)3 = 0

â) (2x – 4)3 + (3 – x)3 + (1 – x)3 = 2(2x – 4)(3 – x)(1 – x)

22..6677.. Ná ðáñáãïíôïðïéçèïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á) x4 + x2y2 + y4 â) x3 + 4x2 + x – 6

ã) (x – 2)3 + (2y + 1)3 + (4 – ù)3,  üôáí x + 2y + 3 = ù

ä) x5 + x + 1 å) x(y2 + ù2 – x2) + y(ù2 + x2 – y2)

22..6688.. Ná áðëïðïéÞóåôå ôçí ðáñÜóôáóç:

Á = ( – ) � + , üðïõ á ≠ ±â, á ≠ –
â
2

á
â – á

á + â
2á + â

á2

á2 – â2
á + â
á – â

2 22x 3y xy
A .

xy
+ +

=

4x 5y
2.

x 5y
+

= −
−

x, y ∈ �

2 2 2á â ã 4+ + =

1 1 1
0

á â ã
+ + =

5757
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22..6699.. Íá áðëïðïéÞóåôå ôéò ðáñáóôÜóåéò:

á) â) 

ã) ä) 

22..7700.. Aí á, â ≠ 0  êáé  (á + â)( + )= 4, íá áðïäåßîåôå üôé á = â.

22..7711.. Aí x + y = 3 êáé xy = 1, íá õðïëïãéóôïýí ïé ôéìÝò ôùí ðáñáóôÜóåùí:

á) x2 + y2 â) x3 + y3 ã) x4 + y4

ä) + å) +

22..7722.. Aí = ,  ìå â, ã ≠ 0, íá áðïäåßîåôå üôé:

(á + â + ã)(á – â + ã) = á2 + â2 + ã2.

22..7733.. Íá ðáñáãïíôïðïéÞóåôå ôéò ðáñáóôÜóåéò:

á) â) 

ã) ä) 

å) óô) 

22..7744.. Ná áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôï ôåôñÜãùíï åíüò ðåñéôôïý áñéèìïý åßíáé åðßóçò ðåñéôôüò áêÝñáéïò.

â) Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï ðåñéôôþí áêåñáßùí åßíáé Üñôéïò.

22..7755.. Áí á + â + ã =0 êáé , ìå , íá áðïäåßîåôå üôé 

22..7766.. Áí êáé , üðïõ , íá áðïäåßîåôå üôé ôï
ãéíüìåíï áâ ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï áêåñáßùí.

ê, ì, ë, í ∈ �2 2â ì í= +2 2á ê ë= +

2 3áâ
ã .

2
=ã 0≠3 3 3á â ã+ =

2 2x y 2xy 3x 3y 2+ + − − +3x 2x 3+ −

3 2á 5á 3á 9+ + −4 4 2 2á 4â 5á â+ −

2 22x 3xy y+ +2 2á 9â 2á 6â 6áâ+ − + −

â
ã

á
â

1
y3

1
x3

1
y2

1
x2

1
â

1
á

3 3 2

2 2

x y x
: y

x yx y

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +− ⎝ ⎠

12 2 2

2

á 4á 4 á x á y
:

áx áy á 2á

−⎛ ⎞+ + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜− +⎝ ⎠

23 2

2

x x 1
x

x(x 1)

⎛ ⎞+ ⎟⎜⋅ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+

3 2

3

á á 9á 9

(á á)(á 3)

+ − −
− −

5858
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22..7777.. Íá áðïäåßîåôå üôé 

(ÈÝìá Äéáãùíéóìïý ÈÁËÇ ÅÌÅ)

22..7788.. á) Íá áðïäåßîåôå üôé .

â) Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò

2.79. á) Íá áðïäåßîåôå üôé 

â) Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò

22..8800.. Áí áâã = 1, íá áðïäåßîåôå üôé 

22..8811.. Áí á, â, ã äéáöïñåôéêïß áíÜ äýï êáé , ìå á + â + ã = 0, íá áðïäåß-
îåôå üôé:

á) 

â) 

22..8822.. á) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå 

â) Íá õðïëïãßóåôå ôï Üèñïéóìá 
1 1 1 1

S ... .
1 2 2 3 3 4 2021 2022

= + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

*í .∈ �
1 1 1

,
í(í 1) í í 1

= −
+ +

2 2 2

2 2 2

á â ã
1

2á âã 2â ãá 2ã áâ
+ + =

+ + +

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
0

á â ã â ã á ã á â
+ + =

+ − + − + −

áâã 0≠

á â ã
1.

áâ á 1 âã â 1 ãá ã 1
+ + =

+ + + + + +

3 2

3 2

998 998 1000
Á .

998 3 998 2 996

− −
=

+ ⋅ + ⋅

3 2

3 2

á á á 2 á 2
.

á 2á 3á 3á 2

− − − −
=

++ + +

2

2

2024 2019 2022 3 2021 8 2021 3
A .

2021 3

⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ +
=

+

2

2

(x 3)(x 2)(x 1) 3 x 8x 3
x 1

x 3

+ − + − + +
= −

+

(á â 0, á â 1).+ ≠ + ≠

3 3 2 2 2

2

á â á â (áâ â )(á 2â)
á â,

(á â) á â

+ − + + + −
= −

+ − −

5959
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ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÁÎÉÏËÏÃÇÓÇÓ

ÈÈÝÝììáá  11ïï
Á. Íá óçìåéþóåôå ôï Óùóôü (Ó) Þ ôï ËáíèáóìÝíï (Ë) ôùí ðáñáêÜôù éó÷õñéóìþí

ãéá üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò á, â, x, y:

á) ÓÓ          ËË

â) ÓÓ          ËË

ã) ÓÓ          ËË

ä) ÓÓ          ËË

(ÌïíÜäåò 20)
Â. Íá óõìðëçñþóåôå ôéò éóüôçôåò:

á)

â)
(ÌïíÜäåò 20)

ÈÈÝÝììáá  22ïï
Á. Íá ðáñáãïíôïðïéçèïýí:

á)

â)

ã)

ä)
(ÌïíÜäåò 40)

Â. Íá ëõèåß ç åîßóùóç:

(ÌïíÜäåò 10)

ÈÈÝÝììáá  33ïï
Íá áðëïðïéçèåß ç ðáñÜóôáóç:

(ÌïíÜäåò 10)

2

3á 3â áã ây

á áâ

− + −
−

3x x 0+ =

3x 4x− =

2(2x 1) 1− − =

2 24x 9y− =

2x 6x 9− + =

(3x ......)(...... 3x) ...... 1.− + = −

2 2(3 ......) ...... ...... 25x .+ = + +

3 3
2 2á â

á â (á â).
á â

+
= + ≠ −

+

2 2(á â)(â á) á â .+ − = −

3 3( x y) (x y) .− + = − −

2 2 2(á â) á â .+ = +

6060
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ÄÉÁÃÙÍÉÓÌÁ

ÈÈÝÝììáá  ÁÁ
Íá óçìåéþóåôå ôï Óùóôü (Ó) Þ ôï ËáíèáóìÝíï (Ë) ôùí ðáñáêÜôù éó÷õñéóìþí:

á) (–1)2í + (–1)2í+3 = 0,  í � �. ÓÓ          ËË

â) . ÓÓ          ËË

ã) (á – â)4 = (â – á)4, á, â � �. ÓÓ          ËË
ä) x3 – 1 = (x – 1)3 ãéá êÜèå x � �. ÓÓ          ËË

å) ãéá êÜèå ìå ÓÓ          ËË

(ÌïíÜäåò 10)

ÈÈÝÝììáá  ÂÂ
Áí x, y åßíáé áíôßóôñïöïé áñéèìïß, íá õðïëïãßóåôå ôéò ðáñáóôÜóåéò:

Â1. Á = x–5y–5

Â2. Â = [(x3y2)–1(xy2)3]x4 – 2(x–1y2)–2 : y–6

(ÌïíÜäåò 15 + 15)

ÈÈÝÝììáá  ÃÃ
Ã1. Íá áðïäåßîåôå üôé:

Ã2. Íá ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

(ÌïíÜäåò 15 + 15)

ÈÈÝÝììáá  ÄÄ
Ä1. Íá ãßíåé ãéíüìåíï ç ðáñÜóôáóç á4 + 4â4.

Ä2. Íá áðïäåßîåôå üôé 

Ä3. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò 

(ÌïíÜäåò 10 + 10 + 10)

4
2

2

999 4
1000 .

998 1
+

−
+

4 4
2 2

2 2

á 4â
(á â) â .

(á â) â
+

− + =
− +

2 2 2

3á 2á 3á 1
á á á á á 1

−
+ −

− + −

3 3 6 6

1 1 1 1
0

á 1 á 1 á 1 á 1− −+ − − =
+ + + +

á â.≠ −á, â ∈ �
2 2á â

á â
á â

+
= +

+

2

1
9

3−
− =

6161
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62

3. ÄéÜôáîç ðñáãìáôéêþí 
áñéèìþí

ÓYNOÐTIKH ÈÅÙÑÉÁ

ÏÏññééóóììüüòò
Èåùñïýìå ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò á, â. Ôüôå ïñßæïõìå:

á > â ⇔ á – â > 0. Áí ãéá ôïõò áñéèìïýò á, â éó÷ýåé á > â Þ á = â, ôüôå ãñÜ-

öïõìå á ≥ â.

¢ìåóá ðñïêýðôïõí:

Áêüìç éó÷ýïõí ïé éóïäõíáìßåò: á2 + â2 = 0 ⇔ á = 0 êáé â = 0,

á2 + â2 > 0 ⇔ á ≠ 0 Þ â ≠ 0.

Ãéá èåôéêïýò áñéèìïýò á, â, ã  éó÷ýïõí:

• Áí á = â ⇔ áí = âí,  í öõóéêüò ≠ 0. 

• Áí á > â ⇔ áí > âí êáé á < â ⇔ áí < âí,  í öõóéêüò ≠ 0.

• Áí á < â êáé ã < ä, ôüôå áã < âä.

• Áí á > â êáé ã > ä, ôüôå áã > âä.

Áí á < â êáé ã < ä, ôüôå á + ã < â + ä.

Áí ã < 0, ôüôå á < â ⇔ áã > âã.Áí ã > 0, ôüôå á > â ⇔ áã > âã.

á < â  ⇔ á + ã < â + ã.á > â  ⇔ á + ã > â + ã. 

Áí á < â  êáé  â < ã, ôüôå á < ã.Áí á > â  êáé  â > ã, ôüôå á > ã.

ÉÉääééüüôôççôôååòò  AAííééóóïïôôÞÞôôùùíí

• Ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü á éó÷ýåé á2 ≥ 0.

• Áí á, â åôåñüóçìïé, ôüôå áâ < 0 êáé
á  

< 0.�
â

• Áí á, â ïìüóçìïé, ôüôå áâ > 0 êáé
á  

> 0.�  
â

• Áí á < 0 êáé â < 0, ôüôå á + â < 0.

• Áí á > 0 êáé â > 0, ôüôå á + â > 0.
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ÐÐÑÑÏÏÓÓÏÏ××ÇÇ

Äå äéáéñïýìå êáé äåí áöáéñïýìå ïìïéüóôñïöåò áíéóüôçôåò êáôÜ ìÝëç.

ÐáñÜäåéãìá

Áí éó÷ýåé 2 < x < 3 êáé 1 < y < 2, åßíáé ëÜèïò íá ãñÜøïõìå 

2 – 1 < x – y < 3 – 2  êáé  < < .

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åñãáæüìáóôå ùò åîÞò:

2 < x < 3 � , ïðüôå 0 < x – y < 2 (ðñïóèÝôïõìå êáôÜ ìÝëç).
–2 < – y < –1

2 < x < 3 �
< < 1

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ìßá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò , áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç äéá-
öïñÜ Á – Â åßíáé ìç áñíçôéêÞ.

ÐáñÜäåéãìá

Éó÷ýåé ãéá êÜèå , áöïý Ý÷ïõìå:

ðïõ éó÷ýåé.

ÂáóéêÝò åöáñìïãÝò

1. Ãéá êÜèå éó÷ýåé .

2. Áí á, â åßíáé ïìüóçìïé, ôüôå éó÷ýåé 

3. ¢èñïéóìá áíôéóôñüöùí

á) (ôï ßóïí éó÷ýåé ìüíï ãéá á = 1).

â) (ôï ßóïí éó÷ýåé ìüíï ãéá á = –1).
1

á 0 á 2
á

< ⇒ + ≤ −

1
á 0 á 2

á
> ⇒ + ≥

1 1
á â .

á â
< ⇔ >

2 2á â 2áâ+ ≥á, â ∈ �

2 2x 4 4x 0 (x 2) 0,+ − ≥ ⇔ − ≥

x ∈ �2x 4 4x+ ≥

Á Â≥

MEÈÏÄÏËÏÃÉÁ

1
y

1
2

3
2

x
y

2
1

, Üñá 2 � < < 3  Þ  1< < 3 (ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáôÜ ìÝëç).
x
y

x
y

1
2
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Áðüäåéîç

1. Åßíáé , ðïõ éó÷ýåé.

2. ÅðåéäÞ á, â ïìüóçìïé, Üñá . ÅðïìÝíùò åßíáé:

3. á) Áöïý á > 0, åßíáé 

ðïõ éó÷ýåé. Åßíáé 

â) ¸÷ïõìå á < 0, Üñá 

, ðïõ éó÷ýåé. Åßíáé 

ÄÄééááóóôôÞÞììááôôáá
• Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß x, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ç éäéüôçôá

á ≤ x ≤ â, åßíáé Ýíá óýíïëï áñéèìþí ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå �á, â� êáé ëÝãå-

ôáé êëåéóôü äéÜóôçìá áðü ôï á ìÝ÷ñé ôï â. ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá x ��

�á, â� ⇔ á ≤ x ≤ â.

• Ôï óýíïëï ôùí áñéèìþí x, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé á < x < â, ëÝãåôáé áíïéêôü

äéÜóôçìá áðü ôï á ìÝ÷ñé ôï â êáé óõìâïëßæåôáé ìå (á, â). ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç

éóïäõíáìßá x �� (á, â) ⇔ á < x < â.

Åêôüò áðü ôá äýï áõôÜ óýíïëá, Ý÷ïõìå êáé:

• ôï áíïéêôü áðü äåîéÜ: •  ôï áíïéêôü áðü áñéóôåñÜ:

x �� �á, â)⇔ á ≤ x < â x �� (á, â� ⇔ á < x ≤ â

ÓÓ÷÷ççììááôôééêêÞÞ  ððááññÜÜóóôôááóóçç  ôôùùíí  ääééááóóôôççììÜÜôôùùíí
Ôá ðñïçãïýìåíá óýíïëá ìðïñåß íá ðáñïõóéáóôïýí óôïí Üîïíá ôùí ðñáãìáôéêþí

áñéèìþí ùò åîÞò:

2(á 1) 0 á 1.+ = ⇔ = −2 2á 1 2á 0 (á 1) 0+ + ≥ ⇔ + ≥

1 1
á 2 áá á 2á

á á
+ ≤ − ⇔ + ⋅ ≥ − ⇔

2(á 1) 0 á 1.− = ⇔ =

2 21 1
á 2 áá á 2á á 1 2á 0 (á 1) 0,

á á
+ ≥ ⇔ + ⋅ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥

á â 1 1
á â .

áâ áâ â á
< ⇔ < ⇔ <

áâ 0>

2 2 2 2 2á â 2áâ á â 2áâ 0 (á â) 0+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥
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ÊåöÜëáéï 2: Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß
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